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Resumen

Se presenta un modelo tridimensional de transporte de contaminantes en la

atmósfera de aplicación en el entorno de centrales térmicas. El modelo parte de

un campo de velocidades del fluido conocido, que es previamente aproximado en

función de medidas experimentales mediante un modelo de masa consistente en

cada paso de tiempo del episodio estudiado. La ecuación que gobierna el fenómeno

del transporte de contaminantes es del tipo de convección-difusión-reacción, defi-

nida para cada especie. En este trabajo, se aborda, en concreto, el caso del NOx

y HNO3, y del SO2 y H2SO4. Se considera la deposición seca de contaminantes

formulada como una condición de contorno del tipo absorbente. En cambio, la

deposición húmeda, debida a la lluvia, roćıo, etc., se incorpora al término fuen-

te junto con las reacciones qúımicas. Se propone un término de qúımica lineal

que permite desacoplar las ecuaciones de convección-difusión-reacción para cada

especie contaminante. Esta simplificación proviene de despreciar ciertas veloci-

dades de reacciones intermedias en el modelo general de cinética no lineal. La

discretización de la fuente emisora de contaminantes permite definir la emisión

como una condición de contorno de Dirichlet. En este modelo, la generación de

mallas de tetraedros con una calidad adecuada para discretizar dominios defi-

nidos sobre orograf́ıa irregular, incluyendo la fuente emisora, es esencial. Por

otro lado, la utilización del método de elementos finitos con esquemas de tipo

Taylor-Galerkin permiten una discretización temporal de alto orden, conservan-

do buenas propiedades de estabilidad y consistencia, en este tipo de problemas

evolutivos.

Generación de la malla

Es bien conocido que para construir una triangulación de Delaunay es necesario
definir una nube de puntos en el dominio y su frontera. Estos nodos serán precisamente
los vértices de los tetraedros que conforman la malla. La generación de puntos en
nuestro dominio se realizará sobre diferentes capas, reales o ficticias, definidas desde el
terreno hasta la frontera superior del dominio, donde se propone una malla rectangular
con una distribución uniforme de puntos. Esta malla bidimensional puede ser obtenida
a partir de la realización de un cierto número de refinamientos globales sobre una
malla simple definida en la entrada de datos, o por ejemplo, puede también construirse
realizando una triangulación de Delaunay sobre la distribución uniforme de puntos



establecida. Consideraremos la malla obtenida como el nivel más bajo de la secuencia
que define la distribución de los puntos en el resto de las capas. Sobre esta malla
regular aplicamos a continuación el algoritmo de refinamiento y desrefinamiento [9],
para definir la distribución de los nodos de la capa correspondiente a la superficie del
terreno. Para ello, en primer lugar se construye una función que interpola las cotas
obtenidas a partir de una digitalización topográfica de la zona rectangular de estudio y
la función que define la forma geométrica de la fuente emisora. A continuación se realiza
un refinamiento local de la malla atendiendo a la función de la fuente. Luego se produce
un refinamiento global de aquellos elementos localizados fuera de la zona de la fuente,
de forma ordenada y selectiva por niveles de refinamiento (según el tamaño de los
elementos). El máximo grado de discretización viene definido por el nivel de detalle de
la digitalización y de la fuente emisora. Posteriormente, se realizará un desrefinamiento
sobre estos últimos niveles de malla utilizando como parámetro de desrefinamiento el
máximo error de cotas permitido entre la superficie real del terreno y la superficie
definida mediante la interpolación a trozos obtenida con la malla resultante (ver [5]).

Una vez que se ha definido la distribución de nodos sobre el terreno y sobre el plano
superior del dominio, comenzamos a distribuir los nodos situados entre ambas capas.
Esta distribución se puede realizar mediante diferentes estrategias analizadas en [6],
en las que intervienen una función de espaciado vertical y los niveles de malla en que
cada nodo es propio. La caracteŕıstica fundamental de esta función es que el grado
de discretización obtenido sobre la vertical disminuye con la altura, o, a lo sumo, se
mantiene constante. La distribución de puntos en el dominio entrará como dato en el
mallador tridimensional basado en la triangulación de Delaunay. Para evitar posibles
problemas de conformidad con la superficie del terreno, se propone construir la malla de
tetraedros con la ayuda de un paraleleṕıpedo auxiliar. Sobre su cara inferior se situan
todos los nodos distribuidos sobre el terreno, proyectados sobre un plano horizontal
situado a la altura definida por la cota inferior de la región de estudio, y sobre su cara
superior se situan los puntos distribuidos en el plano superior del dominio a su altura
real. Esto conlleva a realizar una transformación, atendiendo a la función de espaciado
sobre cada vertical, para situar el resto de puntos en el paraleleṕıpedo auxiliar. Estos
detalles nos asegurarán que la distancia máxima entre dos puntos consecutivos sobre
la misma vertical del dominio real será siempre igual o inferior que la correspondiente
distancia establecida en el paraleleṕıpedo auxiliar. Una vez que se ha construido la
triangulación de Delaunay de la nube de puntos en el paraleleṕıpedo, procedemos a
situar los puntos en sus posiciones reales manteniendo la topoloǵıa de la malla. Hay que
tener en cuenta que este proceso de compresión de la malla puede dar lugar a cruces de
tedraedros que habrá que deshacer posteriormente. Asimismo, será aconsejable aplicar
un suavizado para mejorar la calidad de los elementos de la malla resultante. Una
resolución simultánea de ambos problemas se propone en [3].

Campo de velocidades del fluido

Buscamos un campo de velocidades de un fluido incompresible que se ajuste a otro
campo inicial construido a partir de medidas observadas y de consideraciones f́ısicas.
La ecuación de continuidad de masa sobre un dominio tridimensional Ω y la condición



de impenetrabilidad sobre Γb son, respectivamente

~∇ · ~u = 0 en Ω (1)

~n · ~u = 0 en Γb (2)

Con estas condiciones, los modelos de masa consistente plantean un problema de mı́ni-
mos cuadrados con las velocidades a ajustar ~u(ũ, ṽ, w̃) y las observadas ~v0(u0, v0, w0),

E(ũ, ṽ, w̃) =
1

2

∫

Ω

[Th

(
(ũ − u0)

2 + (ṽ − v0)
2

)
+ Tv(w̃ − w0)

2] dΩ (3)

siendo Th y Tv la transmisividad horizontal y vertical, respectivamente. La técnica de
los multiplicadores de Lagrange conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange,

u = u0 + Th
∂φ

∂x
, v = v0 + Th

∂φ

∂y
, w = w0 + Tv

∂φ

∂z
, (4)

siendo φ el multiplicador de Lagrange. Si Th y Tv son constantes en Ω, sustituyendo
(4) en la ecuación (1) se llega a una ecuación eĺıptica, con condiciones Dirichlet en las
fronteras abiertas y Neumann en el terreno,
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(5)

φ = 0 en Γa (6)

~n · T ~∇φ = −~n · ~v0 en Γb (7)

Campo inicial de velocidades

Para la construcción del campo inicial usamos valores de velocidad y dirección
de viento obtenidos en las estaciones de medida. El campo inicial ~v0 se construye en
dos etapas. Primero se calcula mediante interpolación horizontal el valor de ~v0 en los
puntos del dominio situados a la misma altura zs (sobre el terreno) que las estaciones de
medida. Con esta información se realiza una extrapolación vertical para definir el campo
de velocidades en todo el dominio. Finalmente, la componente vertical del campo es
corregida para simular el movimiento del fluido a la salida de la fuente.

Interpolación Horizontal

La técnica de interpolación utilizada tiene en cuenta la distancia y la diferencia de
altitud entre el punto y las estaciones de medida [7],

~v0(ze) = ε

N∑
n=1

~vn

d2
n

N∑
n=1

1

d2
n

+ (1 − ε),

N∑
n=1

~vn

|∆hn|
N∑

n=1

1

|∆hn|

(8)

El valor de ~vn corresponde a la velocidad observada en la estación n, N es el número de
estaciones utilizadas en la interpolación, dn es la distancia horizontal desde la estación
n al punto donde estamos calculando la velocidad del viento, |∆hn| es la diferencia de
altura entre la estación n y el punto en estudio, y 0 ≤ ε ≤ 1.



Extrapolación Vertical

Se considera un perfil logaŕıtmico-lineal [8] en la capa ĺımite planetaria, teniendo
en cuenta la interpolación horizontal, la rugosidad y la estabilidad del aire según la
clasificación de Pasquill. El perfil logaŕıtmico de velocidades viene dado por,

~v0(z) =
~v∗

k

(
log

z

z0

− Φm

)
z0 < z ≤ zsl (9)

donde ~v0 es la velocidad del viento, z es la altura por encima del terreno, ~v∗ es la
velocidad de fricción, k ' 0,4 es la constante de von Karman, z0 es la longitud de
rugosidad y Φm es una función que depende de la estabilidad atmosférica [8]. Desde
la altura de la capa superficial zsl hasta la altura de la capa ĺımite planetaria zpbl se
realiza una interpolación lineal en ρ(z) con el viento geostrófico ~vg

~v0(z) = ρ(z)~v0(zsl) + [1 − ρ(z)]~vg zsl < z ≤ zpbl (10)

ρ(z) = 1 −

(
z − zsl

zpbl − zsl

)2(
3 − 2

z − zsl

zpbl − zsl

)
(11)

Finalmente, este modelo considera

~v0(z) = ~vg z > zpbl (12)

~v0(z) = 0 z ≤ z0 (13)

Corrección de la componente vertical en la trayectoria de la pluma

Los actuales modelos de pluma gaussiana permiten aproximar los valores de la al-
tura efectiva H de la pluma y la distancia horizontal df donde se alcanza H, en función
de las caracteŕısticas de la emisión, del viento y de la estabilidad atmosférica [1]. Con
estos valores se ajusta la componente vertical de la velocidad del fluido en la trayec-
toria de la pluma mediante un movimiento rectiĺıneo linealmente desacelerado. Para
ello se aproximará el movimiento horizontal desde la fuente hasta df como rectiĺıneo
uniformemente acelerado. Aśı, el tiempo tf transcurrido hasta recorrer df es,

tf =
|~v0(xe, ye, ze)| + |~v0(xf , yf , H)|

2df
(14)

con (xe, ye, ze), las coordenadas de la fuente y df =
√

(xf − xe)
2 + (yf − ye)

2. La velo-

cidad vertical del fluido w0 y la altura z en la trayectoria según el tiempo t son,

w0(t) = we +
−4wetf + 6(H − ze)

t2f
t +

3wetf − 6(H − ze)

t3f
t2 (15)

z(t) = ze + wet +
−2wetf + 3(H − ze)

t2f
t2 +

wetf − 2(H − ze)

t3f
t3 (16)

Modelo de transporte de contaminantes en la atmósfera

En un modelo euleriano, la ecuación de convección-difusión-reacción se puede es-
cribir, para una especie contaminante i, de la forma

∂ci

∂t
+ ~v · ~∇ci − ~∇ · (Ki

~∇ci) = fi i = 1, ..., p, en Ω (17)



donde p es el número de especies contaminantes consideradas, ci = ci(x, y, z, t), la
concentración media del contaminante i, ~v, el campo de velocidades (ajustado) del
fluido, Ki = [Ki1(x, y, z), Ki2(x, y, z), Ki3(x, y, z)], el tensor diagonal de difusividad, y
fi = fi(c1, c2, ..., cp), las fuentes externas.

Condiciones iniciales y de contorno

El modelo de convección-difusión-reacción parte una distribución inicial de conta-
minantes c0

i con i = 1, ..., p, que puede construirse a partir de medidas obtenidas de
una red de inmisión en la zona y se supone conocida en todo el dominio Ω,

ci(x, y, z, 0) = c0
i (x, y, z) i = 1, ..., p, en Ω (18)

Se establecen además condiciones de contorno que aseguren la unicidad de la solución.
Distiguiremos dos situaciones generales, la de velocidad del fluido entrante en el dominio
y la de velocidad saliente del dominio,

~n ·
[
~vci − Ki

~∇ci

]
= ~n · ~vc

Γa0

i i = 1, ..., p, en Γa0
(~n · ~v ≤ 0) (19)

−~n · Ki
~∇ci = 0 i = 1, ..., p, en Γa1

(~n · ~v > 0) (20)

siendo ~n el vector normal unitario saliente a la frontera correspondiente y c
Γa0

i la con-
centración de la especie i en Γa0

. Si consideramos la ecuación (19) para el caso de la
frontera Γb0 correspondiente a fuente de emisión y despreciamos el término difusivo
frente al convectivo, obtenemos una condición de tipo Dirichlet,

ci = ce
i (x, y, z, t) i = 1, ..., p, en Γb0 (21)

donde ce
i es la concentración de la especie i a la salida de la fuente. La deposición seca

engloba dos fenómenos, el transporte de los contaminantes a la superficie del terreno y
la interacción f́ısica y qúımica entre la superficie y el contaminante. Es muy dif́ıcil medir
el flujo de la deposición de los contaminantes desde la atmósfera. Como aproximación,
los modelos de calidad del aire utilizan una cantidad simple, llamada velocidad de
deposición seca, vdi. Los valores de la velocidad de deposición empleados en el modelo
se presentan en Tabla (1). Entonces, sobre el resto de la frontera correspondiente al
terreno (Γb1), consideramos el fenómeno de la deposición seca como,

vdici − ~n · Ki
~∇ci = 0 i = 1, ..., p, en Γb1 (22)

Tabla 1: Velocidad de deposición seca

Contaminante Vdi en m/s
SO2 0.0044

SO=

4
0.0026

NOx 0.0013

NO−

3
0.0054



Estudio del término fuente o sumidero

El término fuente para una especie i considera dos aportaciones lineales,

fi = Ri + Pi =

p∑

j=1

αij cj (23)

donde Ri(x, y, z, t) define la formación o desaparición de la especie i por medio de reac-
ciones qúımicas y Pi(x, y, z, t) la eliminación de la especie i debido a las precipitaciones.

Reacciones Qúımicas

Como especies primarias directamente emitidas se considera el SO2 y el NOx (NO
y NO2), y el H2SO4 y el HNO3 como especies secundarias, respectivamente. Al des-
preciar ciertas velocidades de reacción se eliminan los términos no lineales [4] y resulta,

Rij = αij · cj i, j = 1, 2, ...., N (24)

siendo los coeficientes αij las constantes cinéticas de las reacciones en las que interviene
la especie i para formación o desaparición de la especie. Las velocidades de reacción de
las diferentes especies involucradas pueden expresarse en la forma siguiente,

NO2 + h · v
1
→ NO + O ·

dcNOx

dt
= −2 · k1 · k2 · cNOx

(25)

OH · +NO2

2
→ HNO3

dcHNO3

dt
= 2 · k1 · k2 · cNOx

(26)

OH · +SO2

3
→ HOSO2 ·

dcSO2

dt
= −2 ·

k1 · k3

k2

· cSO2
(27)

dcH2SO4

dt
= 2 ·

k1 · k3

k2

· cSO2
(28)

Deposición Húmeda

La deposición húmeda se trata como el producto de un coeficiente que parametriza
la transferencia aire-agua por el de la concentración del contaminante en el aire

Wg = vwiIc(x, y, zt, t) (29)

siendo I la intensidad de precipitación y vwi una proporción de lavado definida como

vwi =
C(aq)

c(x, y, zt, t)
(30)

donde C(aq) es la concentración de material precipitado en la capa superficial. Sin
embargo, como la precipitación sólo se mide a nivel del terreno, normalmente se asume
un rango de precipitación constante en la vertical hasta zsl,

Pi = −
vwi

zsl
Ici (31)

El término
vwi

zsl
se llama coeficiente de lavado modificado wh, el cual, si I se expresa en

(m/s), toma los valores t́ıpicos de la Tabla 2. Aśı, los coeficientes de (22) resultan,

αij = αij si j 6= i y αii = αii − whI (32)



Tabla 2: Coeficiente de lavado en la deposición húmeda

Contaminante Coeficiente de lavado wh

SO2 6,00 × 10−2

SO=

4
3,00 × 10−2

NOx 0,40 × 10−2

NO−

3
0,39 × 10−2

Esquema de alto orden en tiempo

De la ecuación (17) obtenemos la primera y segunda derivada temporal de ci,

cn
it = −~v.~∇cn

i + Ki∇
2cn

i + fi (33)

cn
itt = −~vt · ~∇cn

i − ~v · ~∇cn
it + Ki∇

2cn
it + fit (34)

El desarrollo de Taylor conduce a la ecuación (ver [2]),

cn+1
i − cn

i

∆t
= −~v·~∇

[
cn
i +

∆t

2
cn
it +

∆t2

6
cn
itt + O(∆t3)

]
+Ki∇

2

[
cn
i +

∆t

2
cn
it + O(∆t2)

]
+fi

(35)
Ahora, sustituyendo la ecuación (33) y su derivada (34) en (35)

cn+1
i − cn

i

∆t
= −~v · ~∇

[
cn
i +

∆t

2

(
−~v · ~∇cn

i + Ki∇
2cn

i + fi

)
+

∆t2

6

(
−−→v t ·

−→
∇cn

i

−−→v ·
−→
∇cn

it + Ki∇
2cn

it + fit

)
+ O(∆t3)

]
+ Ki∇

2

[
cn
i +

∆t

2
cn
it + O(∆t2)

]
+ fi (36)

Por último, ordenando adecuadamente, aplicando las propiedades de la derivada de un
producto y eliminando derivadas de orden superior, la ecuación para cada familia de
especies consideradas en este modelo, resulta

[
1 −

∆t2

6

(
(~v · ~∇)~v · ~∇ + ~v · (~v · ~∇)~∇

)
− ∆tKi∇

2

](
cn+1
i − cn

i

∆t

)

−

[
∆t

2
αi1 −

5

12
∆t2αi1~v · ~∇

](
cn+1
1 − cn

1

∆t

)
−

[
∆t

2
αi2 −

5

12
∆t2αi2~v · ~∇

](
cn+1
2 − cn

2

∆t

)

= −~v · ~∇cn
i +

∆t

2

[
(~v · ~∇)~v · ~∇cn

i + ~v · (~v · ~∇)~∇cn
i −

(
Ki∇

2~v
)
· ~∇cn

i

]
+ Ki∇

2cn
i

+
∆t2

6
~v · ~∇

(
~vt · ~∇cn

i

)
−

∆t

2
αi1

[
Ki∇

2cn
1 + α11c

n
1 + α12c

n
2

]
+ αi1c

n
1 + αi2c

n
2

−
∆t

2
αi2

[
Ki∇

2cn
2 + α21c

n
1 + α22c

n
2

]
−

∆t

2
Ki∇

2fi + O(∆t3, ‖Ki‖∆t2, ‖Ki‖
2 ∆t) (37)

Conclusiones

La construcción eficiente de la malla discretizando la fuente emisora ha permitido
formular condiciones de contorno Dirichlet en parte de la frontera con un interesante
efecto en la resolución numérica del problema. La corrección del campo de velocidades



observado permite seguir trabajando con un campo ajustado de divergencia nula que
tiene en cuenta la evolución de la pluma. El esquema de discretización en tiempo
propuesto posee interesantes cualidades de estabilidad y consistencia.

Agradecimientos

Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por el Ministerio de Ciencia y
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Tetrahedral Mesh Generation for Environmental Problems over Complex Terrains,
Lecture Notes in Computer Science, 2329, (2002) 335-344.

[6] R. Montenegro, G. Montero, J.M. Escobar, E. Rodŕıguez, Efficient strategies for
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