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Capitulo 1

Introduccién

En este primer capitulo se hace una presentacion del fenomeno objeto de
estudio, de su origen y evolucion. Se hace mencién también de los medios

utilizados para una mejor comprension y andlisis de su naturaleza.

1.1. La Contaminacion Atmosférica

La contaminacién atmosférica se define como: “la introduccion en la atmos-
fera, por el hombre, directa o indirectamente, de sustancias o de energia que
tengan una accion nociva de tal naturaleza que pongan en peligro la salud del
hombre, que cause dafos a los recursos bioldgicos y a los ecosistemas, que de-
teriore los bienes materiales y que dafie o perjudique las actividades recreativas

y otras utilizaciones legitimas del Medio Ambiente. ”

Durante mucho tiempo se ha considerado que el planeta tenia en su atmés-
fera suficientes elementos para diluir los contaminantes a ella vertidos. Pero el
incremento de las emisiones han concienciado a instituciones publicas y priva-

das en la necesidad de control del grado de contaminacion del aire.
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Por tanto, si la emision de sustancias a la atmosfera, tanto sea de manera
directa o indirecta, produce consecuencias adversas sobre la salud, se conside-
ra que se estd produciendo un problema de contaminacion atmosférica. Hay
gue tener en cuenta que el desarrollo humano esta perjudicando al entorno y
no es un desarrollo sostenible con el medio ambiente, por lo que la propia con-
fortabilidad del hombre esta afectando al mismo. Para evaluar si la existencia
de alguna actividad esta generando este problema y la magnitud del mismo es
necesario la realizacion de evaluaciones de impacto ambiental. En la definicion
de contaminacion atmosférica se incluye también el dafio a bienes materiales
por lo que hay que realizar estudios en los que se diagnostique cudl es el estado
del Patrimonio Arquitectonico Monumental y establecer las medidas correcto-
ras o de restauracion, en caso de ser necesarias, asi como el mantenimiento del

mismo.

Ademas, hay que tener en cuenta que la contaminacion atmosférica causa
ademas de impactos puntuales que, gracias a la tecnologia actual tienen solu-
cion, impactos a gran distancia que no son resolubles, tales como:

- El Efecto Invernadero (Cambio Climatico)
- Deterioro de la capa de ozono estratosférica

- Lluvia acida

Segun la Agencia Europea de Medio Ambiente los problemas mas signifi-

cativos en el campo de la contaminacion atmosférica son:

e Cambio Climético

- Emisiones de diéxido de carbono, C'O,
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- Emisiones de metano, CH,

- Emisiones de 6xido nitroso, N,O

e Acidificacion
- Emisiones de dioxido de azufre, SO,
- Emisiones de oxidos de nitrégeno, NOx
- Emisiones de amoniaco, N H;

- Cargas climaticas para compuestos de azufre y nitrégeno

e Calidad del aire urbano
- Superaciones de valores limite
- Guia para diéxido de azufre SO,, dioxido de nitrogeno NO,, monoéxido
de carbono CO, particulas, plomo, Pb y Benceno

- Exposiciones de la poblacion a SO, y NO,

e Ozono Troposférico
- Emisiones de componentes organicos volatiles sin metano, NMVOCs
(Non Methene Volable Organic Compounds) y NOx

- Exposicion de la poblacion al ozono

e Reduccion de la capa de 0zono estratosférico
- Emisiones de compuestos de cloro, Cl y bromo, Br que daian la capa
de ozono
- Clasificacion y cuantificacion de la influencia sobre la salud humana y
medio ambiente
- Niveles de radiaciones de UV — B a nivel del suelo

- Medida del deterioro de la capa de ozono

Estos problemas se han originado como consecuencia del:

- Aumento de poblacion
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- Fuerte crecimiento del transporte (carretera, aéreo, etc.)
- Continuo crecimiento del turismo

- Continuo incremento del consumo de energia

Actualmente existen modelos bidimensionales de cierta complejidad, sin
embargo en el problema de contaminacion atmosférica intervienen muchos
factores correlacionados que imponen su propia naturaleza. Por ejemplo, las
caracteristicas meteoroldgicas del ambiente, las condiciones topograficas, los
cambios fisicos y quimicos que pueden experimentar los contaminantes du-
rante el periodo en que el viento los arrastra. Dichos modelos bidimensionales
no ofrecen el suficiente grado de precision para las variaciones verticales del

viento.

Por ello es necesario elaborar un modelo tridimensional mediante un desa-
rrollo numérico que considere todos éstos factores en la propia orografia del
terreno y sus condiciones atmosféricas, tanto en el campo de velocidades de
viento como en la dispersién de contaminantes. Este se realizara utilizando
una discretizacion en diferencias finitas, pues éstas nos permiten esquemas de
alto orden y un mejor estudio en las cercanias del terreno y en las variaciones

verticales del viento.

Dentro de las utilidades de nuestro trabajo esta la obtencién de medidas de
campos de viento en zonas de las islas Canarias a partir de una toma de da-
tos en estaciones de metereoldgicas. Esto permite localizar las zonas de mayor

potencial edlico y construir de forma eficiente nuevos parques eolicos.

Ademas el modelo de dispersion de contaminantes es un instrumento que
permite reproducir el comportamiento de los contaminantes en la atmosfera de

manera que, partiendo de datos acerca de la emision de éstos y considerando
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aspectos meteorologicos de la zona de estudio permita predecir las medidas de

inmision.

1.2. Modelos Meteorolégicos

El desarrollo de modelos meteorologicos obedece en primera instancia a
la necesidad de conocimiento acerca de los fendmenos que se producen en la
atmosfera, como tormentas, huracanes, etc. El estudio de la contaminacion at-
mosférica requiere de estos modelos para proporcionar datos de entrada a la
modelizacion de la difusion de gases y o particulas.

Tradicionalmente los modelos meteorologicos se dividen en modelos fisi-
cos y modelos matematicos. Los primeros son aquellos que emplean tuneles
de viento sobre reprentaciones a pequefa escala del terreno en estudio. En los
modelos matematicos, por medio del analisis algebraico y del célculo, se re-
suelven ecuaciones meteoroldgicas. Los modelos matematicos se dividen a su
vez en analiticos y numericos, siendo estos ultimos los que ofrecen mayores
perspectivas, pues la gran complejidad de las ecuaciones que describen la at-
mosfera hacen muy dificil encontrar la solucion exacta que se obtendria con los
modelos analiticos.

Los modelos meteoroldgicos numeéricos, que emplean técnicas de integra-
cion numeérica para encontrar soluciones numéricas aproximadas, pueden ser
diagndsticos o pronésticos. Los modelos meteorolégicos numéricos de diag-
nostico proporcionan datos de parametros meteorolégicos (viento, temperatu-
ra, presion...) de todo el area en estudio mediante apropiadas técnicas de in-
terpolacion y extrapolacion de medidas realizadas en puntos de ese espacio. Se
Illaman diagndsticos porque no pueden usarse para evaluar la evolucién meteo-

rolégica, simplemente proporcionan una buena estimacion de una condicion de
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estado estacionario (o cuasi-estacionario). Se usan con frecuencia para evaluar
los campos de flujo de masas consistente en orografias complicadas, pues pro-
ducen resultados satisfactorios cuando el término dominante es la orografia y

se dispone de suficientes medidas de datos meteoroldgicos.

Los modelos meteoroldgicos numéricos pronosticos emplean ecuaciones que
son dependientes del tiempo e incorporan la fisica de la atmosfera y no em-
plean datos meteoroldgicos para modificar los calculos realizados. Se trata de
modelos que proporcionan datos "futuros”. Es de destacar que se han hecho
propuestas en el sentido de “mezclar "ambas metodologias (Hoke y Anthes,

1976).

1.2.1. Modelos Diagnaésticos

A continuacién se procede a dar una relacion de relevantes modelos meteo-

rolégicos numericos diagnosticos, con sus caracteristicas mas destacadas.

1.2.1.1. Modelo IBMAQ-2

Realiza una estimacién tridimensional del vector viento en cada punto del
dominio bajo estudio, primero mediante una estimaciéon tomando como base
los datos de la estacion de medida mas cercana. A continuacion, en cada punto
esos valores iniciales son corregidos como medias ponderadas con los valores
adyacentes. Se emplea un factor ponderado de proporcionalidad de r—12 sien-
do r la distancia entre los puntos. Finalmente, cada nuevo célculo del viento

emplea los cuatro puntos adyacentes.
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1.2.1.2. Modelo NEWEST

Proporciona campos tridimensionales del viento y de la estabilidad. Los da-
tos de la estabilidad se interpolan usando factores ponderados proporcionales
a % factor que para los datos del viento es % siendo r la distancia entre el
punto donde se realiza la interpolacién y los puntos de medida. El viento se
ajusta para que cumpla la condicién de masa consistente. Al final se afladen los

efectos de drenaje térmico.

1.2.1.3. Modelo NOABL

Este modelo proporciona una representacion precisa del terreno mediante
una transformacién de la coordenada vertical en la que la coordenada mas baja

es conforme a la superficie del terreno.

1.2.1.4. Modelo MATHEW

El modelo produce un campo de viento promedio, minimamente ajustado

segun la funcion integral

E(u,v,w,\)

Ju Ov Ow
= /U [a%(u —ug)® + a5(v — vg)® + aj(w — wp)? + A (8_x + ay + &ﬂ dxdydz

donde u(z,y, 2),v(z,y, 2) Yy w(zx,y, z) son los componentes del viento calculados
por el modelo; uy(z,y, ), vo(z,y, 2) Y wo(x, y, z) son las medidas de las estacio-
nes de observacion; \(zx, y, z) es el multiplicador de Lagrange; y a1, as Y a3 son

los moédulos de precision de Gauss. La integral es aplicada en todo el dominio.
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1.2.1.5. Modelo Moussiopoulos-Flassak

Moussiopoulos y Flassak desarrollaron un modelo de masa consistente pa-
ra el calculo de campos de viento en orografias complejas. Las velocidades se
ajustan resolviendo ecuaciones diferenciales elipticas tridimensionales trans-

formadas a un sistema de coordenadas conformes al terreno.

1.2.1.6. Modelo de Anélisis Objetivo Basado en el Método de Interpolacion

de Cressman

Este modelo automatiza el empleo de un método de correcciones sucesi-
vas que interpola datos de puntos irregularmente espaciados a una malla con

espaciado regular.

1.2.2. Modelos Prondésticos

Como se ha comentado anteriormente, los modelos prondsticos se usan pa-
ra predecir la evolucion temporal del sistema atmosférico a traves de la inte-
gracién en el espacio-tiempo de la ecuacién de conservacion de la masa, calor,

movimiento, agua y si es necesario, otras sustancias como gases y aerosoles.

Las soluciones numéricas para estos modelos dependen fuertemente de las
condiciones de contorno y de las condiciones iniciales. De entre los numero-
sos modelos desarrollados, cuatro tienen particular importancia en aplicacio-
nes para calidad del aire: el modelo URBMET, el modelo NMM, el modelo

HOTMAC y por ultimo el modelo NCAR/PSU/SUNY.
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1.3. Modelos de Difusion de Contaminantes

Estos modelos tratan, de una manera aproximada, de resolver las ecuacio-
nes de difusién que gobiernan el movimiento de los contaminantes en el flujo

turbulento atmosférico. Una primera clasificacion los divide en:

e Modelos de caja: Los mas sencillos, tratan la zona en estudio como un
sistema cerrado en el que se mueven los contaminantes por impulso del

valor medio del viento. Son modelos puramente mecanicos.

e Modelos Gaussianos: Son los mas utilizados. Consideran que el penacho
emitido sigue una distribucion gaussiana perpendicular al movimiento
convectivo principal. De este modo se pretende simular la difusién de
contaminantes en la direccion no dominante. Sin embargo, no han conse-
guido una descripcion real del fenomeno de difusién, aunque permiten

obtener resultados aproximados muy rapidamente.

e Modelos de diferencias finitas: Tratan de resolver las ecuaciones de difu-
sion utilizando diferentes grados de aproximacion. De un lado tenemos
los modelos Eulerianos, que a partir de un sistema de referencia fijo (ha-
bitualmente, en el foco emisor) tratan de calcular la difusién referida a
este sistema a partir de diferentes aproximaciones. Por otro lado estan los
modelos Lagrangianos, que emplean dos sistemas de coordenadas para el
calculo del desplazamiento de los contaminantes: uno fijo, referido a las
coordenadas del foco emisor, en el que se calcula la traslacion media de
los elementos de contaminante considerados; otro relativo y referido a un

punto representativo de la traslacion media del penacho y que tiene en
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cuenta la dispersion del penacho debido a la turbulencia.

Para los modelos en diferencias finitas, las dos soluciones propuestas son
alternativas validas al mismo problema y, ademas, se ha demostrado que apli-
cando las mismas aproximaciones en las dos vias con el fin de obtener una
solucion analitica, el resultado es el mismo: la ecuacion de difusion gaussiana.
Podemos ver graficamente su relacién en la figura (1.3), sin embargo, fuera de

estas aproximaciones, sus resultados y sus posibilidades de aplicacion son muy

diferentes.
Modelo Langrangiano Modelo Euleriano
C N 0 0 0 /
crt>:H r,t rt)S(r t)drdt —(er ) +—(u ){e)+—(uc )=S(rt
< (’ ) p B | D) at< ( )> axi< >< > axi< > ( )
/ / \ \ Conclusion Conclusion
Fenomenolégica Analitica
Evalta p a partir Evalua p Evalua p a partir Evalua p como
de las empleando la del modelo una funcion de l
velocidades técnica de Monte numérico de densidad de
observadas Carlo turbulencia probabilidad i :
- Teoria K - Conclusiones :

- de alto orden

| ¢ N

Normal  De Markov
l \ v
Modelo o ) Kl d

Gaussi —(c)+ui—(c)=—K, —(c)+S
et B L e

,

Modelo

Gaussiano
p: funcién de densidad de probabilidad de pluma

Figura 1.1: Esquema de la relacion entre el modelo de difusion Euleriano y el modelo
Langrangiano

Como conclusién, podemos destacar el gran numero y variedad de alter-

nativas aplicadas en la representacion del flujo de contaminantes en la atmos-



1.3 Modelos de Difusion de Contaminantes 11

fera, lo que nos lleva a pensar que no nos encontramos ante un Unico proble-
ma, puesto que la eleccion de una u otra solucidén depende fundamentalmente
de las escalas de espacio y tiempo exigidas: las aproximaciones habitualmente
consideradas para el tratamiento de la turbulencia implican distintos grados
de isotropia del medio. Estas aproximaciones no representan exactamente el
comportamiento de la atmadsfera real, y su desviacion depende de las condi-
ciones meteorologicas (estabilidad), del tamafio de la region considerada y de
las escalas de tiempo de prediccion y de tiempo de promedio de esa prediccion
exigidas. Estos tres tipos de factores son los que condicionan la eleccion de uno

u otro modelo de difusion para cada caso particular.

1.3.1. La Aproximacion Euleriana

Aunque la ecuacion de difusion atmosférica puede resolverse analiticamen-
te si se establecen las hipotesis convenientes, para su aplicacion en la modeli-
zacion de sistemas atmosféricos reales los modelos eulerianos adoptan gene-
ralmente técnicas de resolucion numerica que permiten reducir las hipotesis a
aplicar, o utilizar funciones mas realistas para aquellos parametros de la ecua-

cion para los que no se conoce su forma o funcion.

Podemos considerar la ecuacion de difusion como una combinacion de tres

operadores matematicos:

- El operador difusiéon: V - K - V¢;
- El operador adveccion: u - ¢;

- El operador cinética quimica: R;(c)
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Estas tres funciones, que representan procesos distintos a combinar, tienen
formas muy diferentes, lo que hace que la resolucion numérica mas adecuada
para la forma de una de las funciones no lo sea para las otras. Especialmente,
las ecuaciones cinéticas suelen ser no lineales, y ademas las velocidades a espe-
cificar para cada especie pueden diferenciarse en varios 6érdenes de magnitud,
lo que provoca un comportamiento Stiffness del sistema de ecuaciones dife-
renciales resultante; este tipo de sistemas de ecuaciones Stiff ha sido resuelto
numéricamente mediante metodos especificos (Hindmarsh, 1980). Tambien, el
operador adveccion presenta dificultades de resolucion numérica, puesto que
el transporte medio del contaminante estd gobernado por campos de vientos
gue no suelen presentar gradientes continuos.

Las caracteristicas de cada operador, asi como las condiciones de contor-
no (vientos, turbulencia, etc) pueden aconsejar la aplicacion de un metodo u
otro. En general, sin embargo, los métodos de diferencias finitas, con diversas

modificaciones, son los mas extendidos.

1.3.1.1. M¢étodos de diferencias finitas

Sobre una malla discreta que cubre todo el entorno de interés, se conside-
ra que las derivadas parciales de las funciones (aplicables en la ecuacion de

difusion) se pueden aproximar a cocientes de diferencias, de la forma:

dc ¢j—c¢j

or Az
& _ Cj+1 — 20]' + Cj—1
ox? Az?

siendo Az la distancia entre dos puntos vecinos de la rejilla en la direccion z, y
j el indice que se refiere al valor de la variable (c;) en el punto de la rejilla en el

que se desee calcular la derivada parcial.
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Existen diferentes variantes de estas expresiones discretas de las derivadas
parciales que llevan a diferentes soluciones, como los metodos mixtos, que solo
calculan las derivadas mas significativas, y mantienen constantes los valores
de otras en periodos de tiempo mas largos; la aplicacion de estas variantes, la
resolucion de la malla (Az) y el paso de tiempo discreto At aplicado en la so-
lucion de las ecuaciones. condicionan la estabilidad de la solucién y, por tanto,

la capacidad de resolver el problema concreto.

1.3.1.2. Métodos de elementos finitos

En el método de elementos finitos, la malla de solucidén esta compuesta por
elementos compuestos generalmente por el mismo namero de vértices y aris-
tas, pero que pueden adoptar formas diferentes; es decir, la malla puede adap-
tarse mejor a formas irregulares, como la orografia del terreno que delimita la
capa de aire inferior, o la forma de un penacho concreto. Estos métodos exigen
la definicion de una funcién polinomial que aproxima el valor de las variables
de la ecuacion para cada uno de los elementos finitos.

Como resultado se llega un sistema de ecuaciones diferenciales, mas com-
plejas de resolver numéricamente que en el caso del método de diferencias fi-

nitas; por ello, no es una solucién muy comun de la ecuacion de difusion.

1.3.2. La Aproximacion Lagrangiana

La aplicacion de los modelos lagrangianos presenta mas variantes que la de
los modelos eulerianos, basadas generalmente en la definicion de los sistemas
de referencia moviles asociados a cada cantidad de contaminante y la distribu-
cion del contaminante dentro del sistema de referencia.

En general, podemos distinguir tres variantes diferentes:



14 Introduccion

- Modelos de segmentos.
- Modelos de estructuras (puffs).

- Modelos de particulas (PIC).

Los modelos de segmentos representan el penacho de contaminantes como
una serie de segmentos discretos que sumados, cubren todo el volumen del pe-
nacho. Cada segmento es un sistema de referencia parcialmente independiente,
puesto que tiene que mantenerse unido al anterior y al siguiente. La distribu-
cion de contaminante en el interior de cada segmento suele ser de tipo gaussia-
na. Los modelos de segmentos pueden representar situaciones de viento fuerte,
pero no situaciones de relativa calma. En la practica, han sido superados por
los modelos de estructuras, puesto que éstas pueden desplazarse libremente,

movidas unicamente por el campo de vientos del entorno.

Los modelos de estructuras permiten definir la distribucién de contaminan-
te en el interior de la estructura de muy diferentes formas, segun convenga.
Tradicionalmente, se han tomado como base las funciones de distribucion gaus-
sianas para este prop0sito puesto que, como hemos visto, la solucién gaussiana
se obtiene analiticamente de la ecuacion de difusion mediante la aplicacion de

algunas hipoétesis.

Los modelos de particulas utilizan como representaciones matematicas de
los contaminantes particulas matematicas que, se considera, contienen una can-
tidad de contaminante dada; no se plantea, por tanto, la distribucion de con-
taminante alrededor de cada particula, dado que la cantidad de contaminante
en un volumen considerado vendra dada por el nimero de particulas conte-
nidas en ese volumen. Esto permite que la distribucion de contaminante en el

entorno pueda adoptar cualquier forma, siempre que se utilicen el suficiente
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numero de particulas para alcanzar una representacién estadisticamente proéxi-
ma a la aleatoriedad. Esto implica que el tiempo de calculo que requieren estos
modelos es muy alto, y solo en los ultimos afos estan resultando de aplicacion

practic.

1.4. Objetivos de la Tesis

Los objetivos de esta tesis son:

e Desarrollo de un sistema de generacion de mallas de elementos hexaédri-
cos teniendo en cuenta la orografia real del terreno, y donde el mallado
vertical sea variable, para permitir un mejor refinamiento en las cercanias

del terreno y mejorar el orden en los esquemas en diferencias finitas.

e Desarrollo de un modelo tridimensional en diferencias finitas para ajuste
de campos de viento a partir de datos experimentales que considere la

orografia del terreno y parametros de estabilidad atmosférica.

e Desarrollo de un modelo tridimensional para el transporte de contami-
nantes en la atmosfera, aplicando una formulacién de Taylor-Galerkin
para la ecuacion de transmision-difusion con varias especies acopladas,
incorporando sus reacciones quimicas y los efectos de la deposicion seca

y himeda.
e Elaboracion de codigos informéaticos de los modelos desarrollados.

e Elaboracion de un manual de usuario para los programas elaborados, per-
mitiendo asi la utilizacion del programa a cualquier persona sin que po-

sea necesariamente un alto conocimiento en el area.
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e Validar los modelos realizados mediante aplicaciones numéricas en las

Islas Canarias.

e Analisis grafico de los datos obtenidos mediante esas aplicaciones numé-

ricas empleando el sistema AVS.

1.5. Estructura de la Memoria

Para finalizar esta introduccion, presentamos, a modo de resumen, una serie
de comentarios acerca del contenido de cada uno de los capitulos que confor-

man esta memoria de tesis.

e En el capitulo dos, se desarrolla un modelo en tres dimensiones para un

ajuste de campos de vientos para cada paso de tiempo.

e En el capitulo tres, a partir del campo de velocidades de viento obtenidos
en el modelo anterior, construimos el modelo de dispersion de contami-

nantes en la atmosfera.

e En el capitulo cuatro validamos nuestros modelos con unos experimentos

numeéricos a partir de datos tomados en estaciones de medida.

Finalmente se presentan las conclusiones a las que se ha llegado en este

trabajo.



Capitulo 2

Modelizacion de Campos de Viento

En este capitulo se desarrolla un modelo del tipo de masa consistente para
ajuste de campos de viento en tres dimensiones, en cada instante de tiempo
a partir de medidas experimentales. El modelo sirve tanto de herramienta ge-
neradora de mapas de vientos de una zona determinada, como de preproceso
para un modelo de dispersion de contaminantes en la atmdésfera. Asimismo
se propone una malla regular en las direcciones horizontales y variable en la

vertical.

2.1. Ecuaciones Constitutivas

La ecuacion de continuidad de masa sobre el dominio tridimensional a estu-
diar Q y la condicién de impenetrabilidad sobre I', (terreno y frontera superior
del dominio) son, respectivamente

V- 0 en Q (2.1)

S
I

-4 = 0enT, (2.2)

St
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asumiendo que la densidad del aire es constante en todo el dominio.

A partir de estas condiciones, los modelos de masa consistente plantean un
problema de minimos cuadrados en el dominio €2 con las velocidades a ajustar

u(u, v, w) a partir de las observadas v (uo, vg, wp),

B, 5, @) = /Q[af (60— o) + (5= o)) +od(@—wo)?] d2 (23)

siendo oy Y a, los médulos de precision de Gauss, considerados idénticos para
las direcciones horizontales. Entonces el campo buscado v(u, v, w) sera la solu-
cion del problema:
“Encontrar v € K tal que,
E(7) = min E(@), K = (i; V- @ = 0,7 - il|r, = 0)” (2.4)
veK
Este problema es equivalente a encontrar el punto silla (7, ¢) del Lagrangia-
no, [72]
Y (¥) = mE / oV - 7 dS (2.5)

La técnica de los multiplicadores de Lagrange permite obtener el minimo

de la expresion (2.5), cuya solucion viene dada por las ecuaciones de Euler-

Lagrange,
u = uo—i—Th% (2.6)
v = w2 (2.7)
dy
w = wo—l—Tv%, (2.8)
0z

siendo ¢ el multiplicador de Lagrangey T' = (7}, 7}, T,) el tensor diagonal de
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transmision

Th=55 Y Th=55 (2.9)

Si a1 Y ay se consideran constantes en todo el dominio, la formulacion varia-
cional conduce a una ecuacion eliptica en ¢. Sustituyendo las ecuaciones (2.6),

(2.7) y (2.8) en la ecuacion (2.1) tenemos

a6 a6 o6
o (T 3x>+3y(T3 ) az<Ta )_

gue se completa con la condicion de Dirichlet nula en las fronteras permeables

3u0 81}0 8w0
— Q (21
(ax+ay+az>en (2.10)

(fronteras verticales del dominio)
p=0en T, (2.11)
y la condicion de Neumann en las impermeables (terreno y frontera superior)

7-TV¢=—7-7, en I, (2.12)

Obsérvese que en la frontera superior, al ser el campo inicial #, horizontal,

la condicion (2.12) se transforma en

i-TV¢=0 (2.13)

Al considerar T), y T, constantes, la ecuacion (2.10) se convierte en

82¢ 82¢ Tu 82¢ 8U0 8'0[) 8’(1)0
—t—t === — + — 2.14
ox?  0y? T, 022 <8x N oy N 0z > (214)
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2.1.1. Mobdulos de Precision de Gauss
Todas las simulaciones realizadas con modelos de masa consistente mues-
tran que estos codigos son muy sensibles a los valores elegidos para oy y as.

Por consiguiente debe prestarse especial atencidn a este problema.
El funcional a minimizar viene dado por (2.3). Si dividimos por un valor

constante, por ejemplo a2, éste no resulta distinto excepto a efectos numéricos.

Se introduce entonces un parametro Unico
(2.15)

Obsérvese que los coeficientes a? y a2 son los pesos de los ajustes horizontal

y vertical de las componentes de la velocidad. Asi para o >> 1 predomina el
ajuste del flujo en la direccion vertical, es decir, el aire tiende a sobrepasar la
barrera del terreno mas que a pasar alrededor de ella (ver figura 2.1). Mientras
que para a << 1, el ajuste del flujo ocurre primeramente en el plano horizontal,

por tanto el aire pasara alrededor de la barrera del terreno mas que sobre ella

(ver figura 2.2).

g
|
Vyye

¥y
Yvyy

Yv7vy

¥
Yyyy

A g

Figura 2.1: Modulos de precision de Gauss para o >> 1

En particular, o — oo significa ajuste vertical puro, mientras a. — 0 significa
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Figura 2.2: Modulos de precision de Gauss para o << 1

ajuste horizontal puro [28].

2.2. Coordenadas Conformes al Terreno

La transformacion a coordenadas conformes propuesta viene definida por

el siguiente cambio de variables,

¢ = = (2.16)
z

n = 2 (2.17)
Yi

g o= ST T (2.18)

Zt — Rg ™

Siendo z; la altura maxima del dominio, z(z,y) una funcion definida por
la topografia del terreno, y z;, y;, las dimensiones horizontales méaximas. Estas
nos permitiran construir un dominio tridimensional cubico unitario, donde el
terreno esta definido por un plano horizontal.

Las coordenadas conformes permiten ademas condiciones de contorno mas
simples y el uso del espaciado vertical variable, con mayor resolucion cerca de

la superficie del terreno, todo ello sin penalizar el rendimiento.
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Las derivadas parciales definidas por el cambio de variable son

0%o
0x?
0%c
oy?
0%c
022

do
ox
do
dy
do
0z

0§
ox
23
oy
%S
0z

o—1\ 0% 2(c-1)
T ) 0z 2
o—1\d*, 2(c—-1)
s ) 0y? 2

(2.19)
(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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0%c o—1Y\ 0%z o—1\ 0z

= 20 — )| — .
00y ( s ) 0x0y * ( 2 ) oy (231)
0?0 1 0z,
0rdz 7 Ox (2:32)
0?0 1 0z,
) (2:33)

Sustituyendo las derivadas anteriores en las de la funcion ¢ obtenemos

96 _ 100, 0090 _ 106 (7-1\200

or x58§+808x_27;3§+< T )306m (2.34)

96 _ 100 0000 _ 100 (010005

oy y13n+303y_y1077+< m )303y (2.35)
1

9 _ 0600 _10¢ (2.36)

0z 0o 0z  7woo

@ i@ 2(o—-1 82¢)3z5+ o—1
0x? x? 0  xy\ 7w ) 00o Ox

o—1\?8%¢ [ 0z,\° o—1\0¢ (0z,\°
+< m >@<8x> +2< 2 )8_0<8x) (2.37)

0%¢ i@Jrz o—1\ 0% 3zs+ o—1
dy? yion* g\ m ) ondo dy

e
o—1\?0% [0z, \° o—1)\0¢
*( - )w(ay) “( = )%

o _ 109 (2.39)

022 72 Qo2

9% ) (2.38)
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0%¢ 11 0% 1 (a—l) 0?¢ 0z, 1 (0—1) 0%¢ 0z,

0r0y | mumocon m\ x Jacoo oy " wm 9ndo Oz

o—1 0?2, 202,0z\ 0¢
+ += —
T Ooxdy m Ox Oy ) do

™

o —1\’0%¢p 0z, 0z,
+< m > do? 9z dy (2.40)
o 1000z 11 3¢ o—1\0°¢ 0z, (2.41)
0xdz w200 0r  x;mOE00 w2 ) do? Ox '
2 2 _ 2
0%¢ _ 1090z, 11 0°¢ (e 1\ 0%¢ 0z, (2.42)
Y0z w2 0o 0y  y,mondo w2 ) do? Oy

Por tanto, a partir de las expresiones (2.37), (2.38) y (2.39), multiplicando

ambos miembros de la ecuacion (2.14) por 7, resulta

&¢

Jo?

1@+182¢)+ (o —1)% [ [0z 2+ 9z, \° +El
x? 0% y? on? T ox dy Ty
10z 0%¢ _,_1825 0?¢
x; Ox 0E0o — y; Oy Ondo

Ho [T T 2 (32 (0)7)] o0
or?  0y> 7 Ox oy do
B 1 1 0uy 1 0vg Oug 0z  Ovg 024 owy
B Th[ﬂ<xl8§+y18n>+(0 1)<30 3x+803y>+30}

(2.43)

+20-1)|
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2.3. Condiciones de Contorno

La condicion de Dirichlet nula en las fronteras permeables

p=0en T, (2.44)

no se altera con la transformacion a coordenadas conformes, mientras que la

condicion (de impenetrabilidad) en la frontera superior resulta

%:0 == %:0 con w#0 (2.45)
0z do
L [0z 0z
il = (ax’ ay,—l) (2.46)
i-TV¢=—i- T (2.47)

0p 0z 0P 0z, 0¢ 0z 0z
T, — T, — —Ty— = — |up— — — 2.4
"ox O + hay oy Y0z {uo ox o oy wo] (2.48)
0¢ Ty OO 0 oy 0 x; 06 Ox  y, On Oy
-7 = _ 5 5 (2.49)
do (0 —1) 0z N 0z B 5
ox ay Th

En el terreno, donde también se cumple la condicion de Neumann y tenien-

do en cuenta que o = 0, tenemos que
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e 18¢ 825 18¢ aZs
% B Th |:<uo+Thl‘l a§> ax + (UO—FTh > w0:|

do 0z, 2+ 02, :g
ox 8y Th

Estas tres condiciones se pueden expresar de forma general como,
1[<u L LO0NOs (100N O
0¢ Ty T o€ ) oz 0 Yy, 0n ) Oy ’
Ap+B—=C 2.51
o+ b5, 0z, 2+ 0z \” T (&0
ox dy Ty

De tal forma que :

(2.50)

e SiA=1, B=0, C =0, entonces se obtiene la ecuacion (2.44).
e SiA=0, B=1, C =0, entonces se obtiene la ecuacion (2.45).

e SiA=0, B=1, C' =1, entonces se obtiene la ecuacion (2.50).

2.4. Construccion del Campo Inicial

Para la construccion del campo inicial partimos de los valores de la velo-
cidad del viento y de su direccion obtenidos en las estaciones de medida. El
campo inicial 7 se construye en dos etapas. Primero se calcula mediante inter-
polacion horizontal el valor de i, en los puntos del dominio situados a la misma
altura z, (sobre el terreno) que las estaciones de medida. Con esta informacion
se realiza una extrapolacion vertical para definir el campo de velocidades en todo

el dominio.
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2.4.1. Analisis de Las Medidas de Las Estaciones

En nuestro trabajo realizaremos las interpolaciones a partir de estaciones
de medida ubicadas en el dominio de estudio. Cada estacion de medida pro-
porciona la velocidad (en m/s) y direccion del viento a 10 metros del suelo. La
direccion del viento viene dada en grados sexagesimales medidos en sentido
horario y tomando como referencia la direccidon norte. Asi el norte se corres-
ponde a 0 grados, el sur a 180 grados, el este a 90 grados y el oeste a 270 grados.
Para poder utilizar los datos de viento de las estaciones en el modelo atmosfeé-
rico es necesario hacer un cambio que sirva para obtener el angulo medido en

sentido antihorario y tomando como referencia el semieje positivo horizontal.

Vest

Figura 2.3: Angulo de desviacion del viento sobre la superficie respecto al viento geos-
trofico.
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El cambio se realiza de la siguiente manera (ver figura 2.3),

azg—gb

o = 270 —«

0 de una manera mas simplificada

o =180 +6+ ¢

donde, @ es el &ngulo tomado por las estaciones de medida en grados norte en
sentido horario y 6 es su complemento. Asumimos que el viento sobre la su-
perficie gira un angulo ¢ con respecto a la direccion de V'g (Viento geostrofico),
« es el &ngulo respecto a la vertical y, por tltimo o/ es el &ngulo que queremos

obtener en sentido antihorario sobre la horizontal.

2.4.2. Definicion de las Variables del Modelo
2.4.2.1. Estabilidad Atmosférica

Este concepto esta relacionado tanto con la turbulencia atmosférica como
con el gradiente vertical de temperatura y las situaciones de inversion térmica.
La estabilidad atmosférica nos proporciona una medida cualitativa de las varia-
ciones de la densidad del aire, debidas a los cambios de presion y temperatura

y que influyen en determinados movimientos atmosféricos.

Las condiciones atmosféricas pueden clasificarse como:

e Estable: Si una masa de aire sube se encontrara rodeada de aire mas ca-

liente y, por tanto, menos denso que ella, lo que la hara bajar; y si baja,
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se encontrara rodeada de aire mas frio (menos denso), y tendera a subir.
Esta tendencia que tiene el aire de permanecer en la misma capa es lo que

se denomina estabilidad de la estratificacion atmosférica.

¢ Inestable: En condiciones inestables la temperatura potencial disminuye
con la altura, incrementandose los movimientos verticales, es decir si el
aire sube se encontrara rodeado de aire mas frio y denso que él, y tendera
a seguir subiendo; y si baja se encontrara con aire mas caliente y ligero, y

tendera a seguir bajando.

e Neutra: Si un volumen de aire (después de un desplazamiento vertical
en una capa atmosférica sin mezclar con el aire circundante) experimenta
una fuerza neta vertical nula, los movimientos ascensionales no se veran
perturbados por el gradiente térmico, entonces la capa atmosférica se asu-
me neutralmente estratificada. Bajo tales condiciones, dicho volumen ni
tiende a volver a su posicion original (estratificacion estable) ni acelera

alejandose de ella (estratificacion inestable).

2.4.2.2. Clase de Estabilidad de Pasquill

Laestabilidad atmosférica puede ser caracterizada por varios métodos, sien-

do el de Pasquill el esquema mas utilizado (ver tabla 2.1).
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CLASE DE ESTABILIDAD DE PASQUILL a b

A (Extremadamente Inestable) | -0.08750 | -0.1029

Dia B (Moderadamente Inestable) | -0.03849 | -0.1714

C (Ligeramente Inestable) -0.00807 | -0.3049

Dia/Noche | D (Neutra) 0.00000 | 0.0000
E (Ligeramente Estable) 0.00807 | -0.3049

Noche F (Moderadamente Estable) 0.03849 | -0.1714
G (Extremadamente Estable) 0.8750 -0.1029

Tabla 2.1: Clase de estabilidad de Pasquill

2.4.2.3. Funcion Universal del Perfil del Viento en La Capa Superficial ¢,

Los valores de ¢,, dependen de la estabilidad del aire [74],

®, =0 (neutra)
z
b, = —5H— tabl
7 (estable)
241 1\’ :
®,, = log (9 i )(9+ ) —23ch‘lzaun9—i-z (inestable)
2 2 2
(2.52)
donde
0=(1- 16%)1/4 (2.53)

siendo L la longitud de Monin-Obukov, que se calcula a través de la formula
de Liu [49],

1
7= az) (2.54)

con a Yy b, definidas por la clase de estabilidad de Pasquill.
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2.4.2.4. Parametro de Coriolis

El pardmetro f = 20 sen ¢ se denomina de Coriolis, siendo © = 7,292 x
10~ s~! lavelocidad de rotacion de la Tierray ¢ la latitud. Se considera positiva

en el hemisferio norte, nula en el ecuador y negativa en el hemisferio sur.

2.4.2.5. CapaLimite Planetaria z,;

Es la capa de la atmosfera, situada por debajo de la atmdésfera libre, que
esta afectada directamente por la friccion de la superficie de la tierra (conocida
también como capa limite atmosférica). La altitud de la capa limite planetaria
zyp SObre el terreno se ha tomado tal que la direccion e intensidad del viento es

constante a partir de esa altura [60],

Zpbl = f (255)

siendo v una constante comprendida entre 0,15 y 0,3 que depende de la estabi-

lidad de la atmosfera.

2.4.2.6. Capade Mezcla

También llamada capa limite convectiva, es la capa limite atmosférica suje-
ta a fendmenos convectivos causados por el calor superficial. El aire esta bien
mezclado, es decir el viento y el potencial de temperatura son practicamente
constantes con la altura. La altitud de la Capa de Mezcla h se considerara igual
a zpy, para condiciones neutras e inestables. En condiciones estables se aproxi-

ma por

(2.56)
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siendo ' = 0,4 [74].

2.4.2.7. Capa Superficial z

Es la capa baja, dentro de la capa limite planetaria, inmediatamente adya-
cente a la capa de la superficie de la tierra, en la que la fuerza de arrastre de
friccion es dominante. Conocido el valor de la altura de la capa de mezcla i, la

altitud de la capa de la superficie se fija como [74],

Zs| = — (2.57)

2.4.2.8. Longitud de Rugosidad

El concepto de longitud de rugosidad z, se introduce al derivar el perfil
vertical del viento de la teoria K, en la que se introduce una altura diferente de
z = 0 donde la velocidad del viento disminuye. El valor de z, depende de las
caracteristicas del terreno, una de las formas de estimarla es mediante valores
estandar para diferentes tipos de terreno, ver figura (2.4).

Otra manera de definirla es la altura por encima del suelo a la que, en teoria
de la capa superficial, la velocidad del viento es cero. Se define como z, = 5,

donde e es la altura media de los obstaculos en la zona de estudio [36],

2.4.2.9. \elocidad de Fricciéon

En el flujo turbulento atmosférico las fuerzas que se oponen al moviemien-
to estan caracterizadas por la accion que ejercen las rugosidades o asperezas
propias de la orografia del terreno. La velocidad de friccion se obtiene en cada
punto a partir de las medidas interpoladas a la altura de las estaciones (interpo-

lacion horizontal),
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5 = —
a4 —
3= —
2 Centros de ciudades con edificios muy altos Areas escarpadas 0 montafiosas —

1
9 Centros de grandes poblaciones, ciudades Bosques —
8= —
7 —
6 — —
Centros de pequefias poblaciones
5 —
41— Alrededores de poblaciones Region de nivel medio de bosque —
3|
2 Muchos arboles, setos, pocos edificios ]
-1
10
9 f— —
8 l— Muchos setos ]
7 —
6| —
5 Pocos arboles, verano
Tierras de cultivo Hierba alta( 60 cms)
4= campos cultivados —
3
Arboles aislados Aeropuertos
2 Hierba sin cortar -
o Llanuras de hierbas medianas
0 | 1
o - Pocos arboles, invierno ]
8- —
7= Hierba cortada< 3 cm) —
6] —
51 —
4l —
31—
2| Superficie natural nevada (tierras de cultivo) |
Zm
10°
[  Viento mar adentro en zonas costeras —
9 - —
8 |— —
7+ —
6| ) ]
Desierto (llanura)
51 —
4l |
3 Grandes extensiones de agua
2 —
-4
10 . " . .
° — Mar abierto en calma Planicie cubierta de nieve "
sl Terreno ondulado .
7+ —
61 —
51— —
al_ —
3 |- —
21 —
Hielo, planicie (llanura) enlodada.
10 %)

Figura 2.4: Longitud de rugosidad, valores aproximados de z, para distintos tipos de
terreno. Por Mc Rae (1982)
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~5 k {"0(28)
N lni—g -,

(2.58)

2.4.2.10. Viento Geostrofico

El viento se desarrolla, en primer lugar, como consecuencia de diferencias
espaciales en la presion atmosférica. Estas diferencias de presion normalmente

son causadas por una diferente absorcion de la radiacion solar.

En un plano horizontal, el viento fluye de las zonas de alta presion a zo-
nas de baja presion y verticalmente de zonas de baja presion a zonas de alta
presion. La velocidad del viento es proporcional al cambio de presion por uni-
dad de distancia o gradiente de presion. Las zonas con presiones similares se
representan en los mapas meteoroldgicos unidas mediante lineas imaginarias
denominadas isobaras. Cuanto mas juntas estan unas isobaras, mayor sera la
fuerza del viento. Un segundo factor que afecta el movimiento del aire es la

fuerza de Coriolis, debida a la rotacion terrestre, ya definida anteriormente.

En tercer lugar puede aparecer una aceleracion centripeta, cuando el viento
gira en torno a un centro. Por ultimo, aparece la friccion debida al desplaza-
miento del aire. Los vientos influenciados por el gradiente de presién y la fuer-

za de Coriolis se denominan vientos geostroficos.

El viento geostrofico es una buena aproximacién al viento real con flujo uni-
forme en la alta atmosfera (atmosfera libre), donde la friccion y aceleraciones
no son importantes. La forma general de la expresion usada para el viento geos-
trofico es la bien conocida Ley de resistencia geostroéfica (geostrophic drag low)

[49].
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~ 2
v, |\/ |fZO| A) + B2 (2.59)

Los valores de los coeficientes Ay B tienden a ser ~ 1,8 y ~ 1,5 respecti-
vamente, que son valores aceptables para condiciones neutras de estabilidad

atmosférica.

El viento en la superficie se supone que gira un angulo ¢ con respecto a V.,

¢ =sin"! ( |‘|/||> (2.60)

z ny ~ s .
Para — << 1, la expresion para v, en la ecuacion (2.58) tiene la forma
Zpbl

logaritmica usual y se reduce a una ley de resistencia uni-dimensional (one-

dado por la relacion

dimensional drag low). Cuando z — z,, la ley de resistencia neutral (neutral drag

low) puede escribirse

— |{'I*| Zpbl

. = In — —2 2.61
g9 ]{7 n 20 ( )
V,, = —12|% (2.62)

V| = V2472 (2.63)

6 = tan~! [ (2.64)
Ve

donde V,, y V,, son sus componentes en un sistema de coordenadas alineado

con el viento de superficie [60].
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2.4.3. Interpolaciéon Horizontal

La técnica mas comun de interpolacion se formula en términos de la inversa
de la distancia al cuadrado entre el punto y la estacion de medida [16]. Sin
embargo, otros autores usan simplemente la altitud de los puntos de medida

[45]. Aqui se propone una formula que tiene en cuenta ambas consideraciones,

N g N,
2. o .

~ . n=1 dn n=1 |Ahn|

Vo(ze) = . +(1—¢e)= . (2.65)
5 RAER

El valor de v, corresponde a la velocidad observada en la estacion n, N es el
numero de estaciones utilizadas en la interpolacion, d,, es la distancia horizontal
desde la estacion n al punto donde estamos calculando la velocidad del viento,
|Ah,| es la diferencia de altura entre la estacion n y el punto en estudio, y ¢ es
un parametro de peso que toma valores entre 0 y 1. Cuando ¢ — 1 aumenta la
importancia de la distancia horizontal desde cada punto a las estaciones de me-
dida. Esta aproximacion se emplea en problemas con una orografia regular o en
analisis bidimensionales. De manera anéloga, si ¢ — 0 es entonces la diferencia
de altura entre cada punto y las estaciones de medida la que resulta determi-
nante, en detrimento de la distancia horizontal. Esta segunda aproximacion es
la que se usa cuando la orografia del terreno es irregular. En la préctica, las
regiones geograficas estudiadas suelen combinar zonas de orografia irregular
con otras de orografia mas regular, por lo que tomar un valor intermedio para

e suele ser lo mas apropiado.
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Viento geostrofico
Z ppi
Capa-de-Mezela
S @ =p@E)+(1-pR) v,
Zsl T-—----- j
7
y v’ z
 J V(2)=—]|log—-,
k Z,
— >
Ze

Figura 2.5: Perfil vertical del viento

2.4.4. Extrapolacion Vertical

Como se muestra en la grafica (2.5), se considera un perfil logaritmico-lineal
[28] en la Capa de la Superficie, que tiene en cuenta la interpolacion horizontal
[37] vy el efecto de la rugosidad en la intensidad y direccidén del viento. Estos
valores también van a depender de la estabilidad del aire (neutral, estable o
inestable) segun la clasificacion de Pasquill. Por encima de la Capa Superficial

se realiza una interpolacion lineal utilizando el viento geostrofico.

La modelizacién matematica de un perfil vertical de la velocidad del viento

viene definido por,

Vo(z2) = % (logzi0 — ®m> 20 < 2z < zg (2.66)

donde v, es la velocidad del viento, z es la altura por encima del terreno, v* es
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la velocidad de friccién, k ~ 0,4 es la constante de von Karman, z; es la longitud
de rugosidad y ®,, es una funcion que depende de la estabilidad atmosférica,

definida anteriormente.

Desde z, hasta z,, se realiza una interpolacion lineal en p(z) con el viento

geostrofico v,

Vo(2) = p(2) Vol(zs1) + [1 — p(2)]¥, con 2o < 2 < Zpp (2.67)

2
p(z) =1 (ﬂ) (3 _ Qﬂ) (2.68)
Zpbl — Zsl Zpbl — Zsl

Vo(z) = ¥, si 2> Zpy (2.69)

Vo(z) = 0 Si z <z (2.70)

2.5. Esquemas en Diferencias Finitas

Segun la ubicacién en el cubo unitario, definido por el cambio a coordena-
das conformes al terreno, cada nodo del dominio tiene un determinado esque-
ma en diferencias finitas. Segun su posicion en el cubo (ver figura 2.6) los nodos
se agrupan en doce categorias diferentes a las que se le asigna un niumero de

referencia como sigue.

e Para los nodos interiores se asigna el numero de referencia 0.

e Los nodos correspondientes al terreno tienen niamero de referencia 1.
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| S ——

Figura 2.6: Numeros de referencia en el cubo unitario

e En la parte superior del dominio tenemos los nodos cuyo numero de re-

ferencia es 2.

e A los nodos de las paredes laterales les corresponde el numero de refe-

rencia 3.
e El nodo situado en el origen de coordenadas tiene numero de referencia 4.

e Los nodos de coordenadas (1,0,0), (1,1,0) y (0,1, 0) se les asigna los nu-

meros de referencia 5, 6 y 7 respectivamente.

e Los nodos de coordenadas nulas excepto en el eje = les corresponde el
numero de referencia 8 y andlogamente, de cooordenada no nula en el eje

y se le asigna el numero de referencia 11.

e Paralos que cumplen la condicion z = 1, z = 0 se les asigna el nimero de
referencia 9 y finalmente los que cumplen la condicién y = 1, z = 0 tienen

numero de referencia 10.
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i-1,j,k+1
ij-1,k+1 I,j,k+1 ij+1,k+1
[ 4 ' \ J
A0k+ ,/'? i-l,j,k
i+1,],k+ L
i H k 6I-1ljlk-1 . .
i1k e— ...t S R JEAE M
Ao, ..
o—— | A . s ®
ij-1,k-1  i+1,], ij k-1 ij+1,k-1
i+1,j,k-1

Figura 2.7: Molécula para los nodos interiores para la modelizacion de campos de vien-
o

2.5.1. Nodos Internos

Para los esquemas en diferencias finitas de los nodos en el interior del domi-
nio €2 cuyo namero de referencia es cero, intervienen 15 puntos como se ilustra

en la figura (2.7).

2.5.1.1. Derivadas Primeras

99

Los esquemas en diferencias finitas para — son

73

o 09 1,000 1, .30°
Git1jk = ¢Z,J,k+A§a§+2A§ oe2 +6Af e (2.71)

0 1, ,0° 1. .0°
¢i71,j,k = ¢i,j,k_A€—¢+—A§2—¢—_A§3 ¢

5 T30 0m ~ 50 0m (2.72)
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Restando ambas ecuaciones, obtenemos

9 b1k — bic1jr 1 2 0%
— = s 2 —AE— 2.7
o0& 2A¢& 6 03 (2.73)

9¢

Analogamente el esquema de i seria
n

Jdop 1., 2¢ 1
¢i,,j+1,k = sz,],k + Anan + 2A 8—7’]2 + EA a a3 (274)
8(/) 1, L,0% 1, ,0%°
Giioip = Gijh— a + 547 o A o (2.75)
Restando ambas ecuaciones se tiene que
00 Pijrik-Pij-1k lAnZ@ (2.76)

on 2An 6 on?

9¢

Tenemos en cuenta los siguientes desarrollos para obtener el esquema para e
g

L0061 20% 1 50%

Dijh+1 = ¢i,j,k+A0ka +35A0 o 902 Tl v P (2.77)
0 1. 0% 1. 0%

bijk1 = Pijr— Aoka + 500 o z_gA ¥ 303 (2.78)

- ., Ao~ .
Multiplicando la ecuacion (2.77) por )2, donde )\, = A—0+ y restando se obtiene,
o

06 Nidijrrr — (\f — Dk — diga—1 1 200
9 Y — 2 AA0E S
do Aoy (A + i) 6 do3

(2.79)
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2.5.1.2. Derivadas Segundas

i . 0?
El esquema en diferencias finitas de — es

0&?
O 0% 1 353¢> 100
= b —A Z T _ZA
¢7, 1,5,k ¢z,]k 685 6 862 6 6 863 6 864
(2.80)
00 ¢ ¢ ,0'¢
Giv1jk = Qijkt A§8_§ + A§2 e + Ag?’a—g?’ + A et
(2.81)
Sumando ambas ecuaciones se obtiene
O ik — 2004kt Givrjr 1, 00"
ogz Ag2 T o (282
Analogamente obtenemos
0 bijk— 20k + Pijrik 20"
o Arp — —A o — (2.83)

Desarrollamos las siguientes series para obtener el esquema en diferencias fini-

2
79
tas de =2,
as 6802
00 20%¢ 1 0% 1 _1 0%
ban = e Doy Gl S AGT DS - i SR g O
(2.84)
L 09 2 0% 53¢ 1 50%
buase = dugac+ 8o o+ g80 Gk G0l ph el o

(2.85)
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Multiplicando por Ac;f y Ao, las ecuaciones (2.84) y (2.85) respectivamente, y

sumando tenemos

o bigr—1 — L+ M) ik + Mebigesr 1, | NG
do? 2 Aot (A2 + \p) - g(Aak — Aoy )%
1 o 0)
- = (AcE + AdAcy + Adp )@ (2.86)
2.5.1.3. Derivadas Cruzadas
. 0% ¢
Los desarrollos para obtener el esquema de la derivada cruzada e son
09 8¢ 82¢ ¢ ¢
i1+ = ¢>uk+A§a§ [Af Pez 2A§A773§a +A7728—772
¢ g g ;0%
3 2
[Ag 053 + 3AE2 A 652877 + 3AEADR G0 + An? 5 3]
¢ N 9'¢ 2n 2 00
[ §a§4+4A§ 853077+6A§ An EETE
4 4
¢ 10%9
+AAEAR? D + An? ot } (2.87)
o % aqs , %9 0%¢ , 070
¢Z—1,]+1,k - sz,y k — g é— |:A§ 652 2A§Ana§an + AT] 677
1 [o40) D3¢ [9d0) ;0%
A 3 o 2
6{ §8§3+3A§A 9ean 3AEAD 658772+A 377]
¢ sh. 00 2n, 2 00
A
[ IS 354 — 4AE An 9E%am + 6AE°An RERIE
4 4
B 5 0'¢ 100
4AEAD oo + An? o } (2.88)
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Gutomie = uat ML = St 5| AT~ 0edge -
A el car et
{A54 ZZ) 4AE° A a?ign + 6AE2 A 824;)772
—AAEAD? 8?48(5)73 + Anﬂ‘ginf] (2.89)
Gimtj-1k = Pigk — AL ? ngi [A£ 32f+2A5A aa;; +A 2??]
*H ag a;f BAL A aﬁi’gn — 3A¢An’ a?;f; - An?’ginf]
{A& ZZ) +4AEA a(zzgn + 6AL A’ 35245772
0' (0%
+4AEAY? e + Ap 8—774} (2.90)

Buscaremos una combinacién lineal de los valores de la funcion ¢ en los
distintos puntos de la molécula, para obtener el esquema de dicha derivada

cruzada.

De esta forma si multiplicamos por A, B, C'y D (valores arbitrarios) las
ecuaciones (2.87), (2.88), (2.89) y (2.90) respectivamente, obtenemos el siguiente
sistema, de tal manera que se eliminen los términos convenientes (todas las

derivadas parciales, excepto las derivadas cruzadas de orden dos),
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A-B+C—-D =0
A+B-C—-D =0

A+B+C+D = 0

la solucién de este sistema es

B = —-A
= —A
D = A
resultando el esquema
¢ _ Givirik = Gicjiik — Girij1k T i1k
0E0n 4AEAn
4
52 ¢ —A 2 09 (2.91)

o&%n 6 ocon®

Analogamente realizamos los siguientes desarrollos en serie para hallar la
o

derivada cruzada ———
ondo’

+ 2AnAc

0 L0 2
Gijrikt1 = Gijr+ AN 6¢ + Ao Gd) {A 28 f

0*¢ 2 0%
+ +20° @
¥ onoo A0 602]

3 5 [9d0) L2 09 L2070
[An o + 3An* Aoy 9200 + 3AnAo, Indo? + Aoy, 995
ot ot » 0
[An o +4An* Aoyt a0 + 6AR* Ao, 00

+4AnAoc

o 00, +434¢} (2.92)

A __ "
E ndos | 0k got
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buomuir = duga = g+ of 58+ LA EE asnsor T2 4 s ]
+é[—An3%+3A 2A ’jaiza — 3AnA ,jzai;i ;3%]
+2—14 [An‘lg%f — 4Ap* Aoy, aijg +6A7* Aoy 8;48"502
—4A77Aak3% + Aa,f%] (2.93)
Dijrik—1 = ikt Aﬁg—i — Aoy, g¢ {A 2% — 2AnAo;, 382;5 IZQ%}
+é [An?*g%f 3AT Aoy 8; o+ 3AnAc aiga(iz - ,j’%]
+2—14 [An‘*% —4APPA ,;aijg + 6An*Ac, 8824502
—4AnAa,;3% +A ;4%] (2.94)
Gijrhr = Gij— Ang¢ Aoy g¢ [A 2%@5 2AnA0y, 08255 Aa,j%]
é[ A % — 3A0% Aoy, aazg 3A77Aa,;2% —~ Aa,;‘”’%]
{An % +4A7° Aoy, aaj 5o 64 QAU,f%
+4AnAo;” 882¢3 +A ;g:{f] (2.95)
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a¢ 2a2¢ 383¢ 484¢
Puswrr = Gt Ao p A * 9o _A e T
(2.96)
9¢ 207 s 0% 0%
Pijik—1 Gijr — Ao, = . + Aak W— A0y 8— ST
(2.97)
3¢> Pop 1, :Pp 1 .0
. L A 27 7 = e = oQ .
Dij—Lk PDijk "an + o sAn o + 57 5 (2.98)
09 % 1, 0% 1 19%
ik T A A A S+ A (2
Pij+1,k ik + "an T2 +63776#‘+24 e (2.99)

Como en el caso anterior, buscamos la combinacion lineal y multiplicamos por

A, B,C, D, E, F,Gy H las ecuaciones anteriores, e igualando a cero los termi-

Nos gque nos interesan, se obtiene el siguiente sistema

A-B+C-D-G+H =0

A+B—-MC - ND+E—-MNF = 0

A+B+C+D+G+H = 0

A+B+XC+XND+E+\NF = 0

A+B—-NC =MD = 0

A—B+\C - \N.D

A+B—-)NC—-ND+E—-XNF = 0



48 Modelizacion de Campos de Viento

donde la solucion es

= \D

0
= 0

= DA\ —1)

T Q89 m T QO w o
I

— -D(E-1)

obteniendo el siguiente esquema en diferencias finitas

0’6 Nebigrihrr = NiBig—1h+1 — Pigrih—1 + Gij-rh-1 + Af — D)dij-1
ondo 200, (A2 4+ \p)An
Az — Doijrin 1., 0' L. o'
— 2T ZA — —Ao Ac* 2.100
200 (A2 4+ \p)An 6 1 opde 6 =7 opdod ( )
, i 0*¢
De manera analoga se tiene el esquema para
0EDo
0°¢ _ AiBirtgmkit — Apbirgket — Pirtgh-1 + Giorge1+ (AF — Di1k
9€do 2007 (A2 + Ap) AL
(A2 — 1) is1 ik 1., 0% 1,  _ oto
— VA — —Ao"Ac™ 2.101
AT 2+ AL 6°0 a00 627 27 peaes 10D

En resumen, para los puntos interiores, donde el nUmero de referencia es 0,

los esquemas propuestos para las derivadas de ¢(z1;, x25, T34, t) SON

00 Piy1k — Pic1jk 5
G = Lt fek L o(ag) (2.102)
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00 Dijiik — i1k

_ An? 2.1
o oA + O(An) (2.103)

¢ Ne@ighir — (AF = 1)gijk — Gijr1 >
— = = s L O(M Aot 2.104
0o Ao (v + A2) TOMAgT) (2104
¢ Gi—1,jk — 20ijk + Pit1jk 9
e = Ae? + O(AE) (2.105)
¢ Gij—1k — 20i % + i1k 9
B An? + O(An?) (2.106)
i@; 2¢i,j,k71 — (1 +2)‘k)¢i,j,k + MePijh+1 l(Aa,j ~ Ao?)
do Ao (A + A7) 3
[540) 42 A+ _2
98 + O(Ao,” — Ao, Aoy + Aoy ) (2.107)
o
¢ Git1j+1k — i1tk — Pit1j—1k + Pic1j—1k
(2 s 5 (2 s 5 (2 s 5 1 . s A 2 A 2
E0n ANEAT + O(AE", An)
(2.108)
¢ ANeBit1jhit1 — AnPic1 k41 — Pit1jh—1 + Pin1jk1
d€do 2007 (Ao + A2)AE

(A = Doi i = & = Déivign

* 2A0T (Ms + A2)AE

(AE%, \Aai)

(2.109)
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0 Nbijiiprt — NP1+l — Pigttk—1 + Pij—1k—1

ondo 2007 (A\p + AD)An

—l—()\i —D¢ij 16— (Af = Doijiin
2007 (Mg + A7)An

+ O(An?, Aoy, Ad)h)

(2.110)
Ao,
siendo )\, = —*
g AU,:F
D¢
Todos los esquemas son de segundo orden, excepto el de la 2" que solo lo
g

es en el caso de mallado regular (Ao; = Aoy ), o si se define de tal forma que

Ao, = Aoy Aoy (2.111)
Aol = (Aoy)* Aoy (2.112)
Aoj = (Acy )* Aok (2.113)
Ao} = Ao, + Aoy, (2.114)
Aot = Aoy + Aoy, Ao (2.115)
Ao} = Ao, + Ao, (2.116)

Las expresiones (2.111), (2.112) (2.113) (2.114) y (2.115) definen el espacia-
do vertical de tal forma que las coordenadas o de los nodos vienen definidas
de manera lineal, cuadrética, cubica, en progresion aritmética y en progresion
geomeétrica, respectivamente. La expresion (2.116) produce un espaciado verti-
cal alin mas concentrado en la zona inferior. En la figura (2.8) podemos ver un

ejemplo de los diferentes tipos de espaciado vertical.
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(b) Cuadrética

(a) Lineal

(d) Progresion aritmética

(c) Cubica

() Ao = Aoy + Aoy,

(e) Progresion geométrica

Figura 2.8: Mallas con espaciados verticales variables
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2.5.2. Nodos del Contorno

2.5.2.1. Nodos Situados en la Frontera Superior

Tenemos los siguientes esquemas en diferencias finitas

09 0% 1 . 0%
¢i,j,k71 = ¢i,j7k; AO—k 90 + AO'k W—é O} % (2117)
_ o agﬁ 1 B o 62¢
Gigiz = Gijr— (Ao + A0, )27 + S (Aoy + Aoy )57
1 N 0%
—5(Aor + A0 ) 5 (2.118)

Multiplicando la ecuacion (2.117) por (Ao, + Ao, ~)?,y la ecuacion (2.118)

2 7
por Ao, ",y restandolas tenemos

% — (2+ Ax1) bi _qu. + 1 i i
do Aoy (14 M\ 1) gk Ao A ijik—1 Ao w1 +02) i k—2
1. N 0%
+5A0 (Ao + A0 ) o3 (2.119)
Ao,
donde \,_; = k
ol Aa,;
2.5.2.2. Nodos del Terreno
Los esquemas en diferencias finitas son
ad) +282¢ +3 53(1)
Pijk+1 = ¢ijk+A0'ka + = A o +6A Coos
92
A s 2.120
o3 ( )
0 32
Gijpr2 = Gijr+ (Aoy + Aa++)a¢ (A 4 Agtt)? %
1 a3¢
+5 (A0 + Aol ) o (2.121)
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Multiplicando la ecuacién (2.120) por (Ac,f + Ao, *)? y la ecuacion (2.121) por

Ao ?, y restandolas, obtenemos el esquema

9 _ Mt 1¢. o 2N 1 bir— (Akg1)? b
o A T A g + 1) Mgt (N 1)
[940)
+- Aak (Ao, + AO’++)80_3 (2.122)
Ao
donde )\, = F,jk*

2.5.2.3. Resto de Nodos del Contorno

0¢
o€

cias finitas

Para — (¢ .k Git1,5k Pit2jk) tenemos los siguientes esquemas en diferen-

¢ 200 1 30°0
gb 0%, 4, 50%0
Pivo ik = Qijr+ 2084 9 + 28— e gA 3—353 (2.124)

multiplicando la ecuacion (2.123) por 4, y restando con la ecuacion (2.124)

06 _ Adisi gk — 3bik — Piragi 20°0
Zr 5]y > 7 > ’ A 2125
5 Y, + Z—Ag? 26 (2.125)
, ¢
Analogamente tenemos a—n(@,j,k, Bij1)e Pij+2.k)
00 _ 49iji1pk — 3Pijk — Pijrok n A 20°0 (2.126)

on 2An on?
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%) o
Para —¢(¢i,2,j,k, bi—1..k, 9ijk) 10S €sQUEmMas son los siguientes

73
o O 0% 1 50%
Picijk = Qijk — §5§+ Agae EAgéﬁ' (2.127)
o 0o L PAL
Pi2jk = Pijr — 248 a§+2A % 3A§ 7% (2.128)

al multiplicar la ecuacion (2.127) por 4 y restdndola con la ecuacion (2.128) te-

nemos
09 Qi g+ 3Pijk — 4di 1k 83¢
— = o ’ A 2.129
o0& 2AE + 853 ( )

Y de forma similar obtenemos para - 0¢ (d)m ok Pij—1Jer Dijik)

00 Gij_ok + 30k — 40ii—1k 253¢
20 = Pigo2h T IPijk = O A 2130
an 20 T3ET G (2.130)

Las primeras derivadas de ¢, se muestran en las tablas (2.2) y (2.3) seguin su

numero de referencia ya mostrado en la figura (2.6).



9¢
23

d¢
on

oo
Jo

Qi1 k—Pi—1,j.k
2A€

Di i1k~ Pij—1,k
2An

Ap1+1 2Mp41+1

Aot ¢i,j,k+1

Act(Apr1+1) ¢w k=

A1)’

AU+()\}‘+1+1

¢z,] k+2

Qit1,j,k—Pi—1,j.k
2AE

i j+1,k—Pii—1,k
2An

1
Ao~ Ap_1+Ao— ()‘k 1 Z(ZSZ’]]C 2+ Ao

(2+)\k 1) ¢ .
(T Xe_1) Pidk ™ Ao

(I4+Ae—1)

Aio— 19252,]19 1

itk Sbis ke bitr ik 49i,j+1,k =3P,k —Pij+2.k )\k+1+1¢' . 2)‘k+41+1(;5 LQS
2A¢E 2An Aot Pigk+1 Aot (Agpp1+1) 1,5,k Aot (App1+1) i, k2
i, k+
L Ao B i 41k —30ijk—bijr2k it Mqﬁ Lﬁb
ik 1.k 2A& 2An Aot ©,0,k+1 — Aot (Agpp1+1) 9,k T Aot (Mg +1) i, k2
w iLi+l,k  Q,j+2,k
6
i, k+:
e - biz2,j k3P gk —Abio1jk bij—2,k 3% 5,k —4bi -1,k Ak+1+1¢' . 2)‘k+71+1¢ (’\k#(b
i1k 2A¢ 2An Aot %,5,k+1 — Aot (Agpp1+1) 1,5,k — Aot i ¥D) i k2
ij-2k 1k Lk

Tabla 2.2: Esquemas en diferencias finitas de las derivadas primeras de ¢ que intervienen en las condiciones de contorno, los nimeros

de referenciason: 1,2,4,5y 6.

sellul4 Se1duaJayl(] ua sewanbs3 gz

qS



9¢
o¢

99
on

¢
Jo

Adit1,, k=3P j k= Pit2,4.k i j—2.6+3Pi j e —4bi i1,k )\k+1+1¢ o 2xq 1 ¢ Mpa1)? (;5
2A¢ 2A7 4.3:k+1 T AgF(Apg1+1) Pidk T Aot (Apyq+1) Phdk+2
Git1,,k—Pi=1,j.k 4¢ij+1.6 =30k —Pij+2.k A1+l Agg1)?

2A€

2An

e Pijkt1 —

2Ag41+1 QS
AU’+(>\k+1+1 1,5,k

T Aot (>\k+1 +1 ¢27]7k+2

Qi—2, k30 jx—4Pi1k

2A€

Qi jt1,k—Pij—1,k
2An

Ap41+1

e Pigkt1 —

A1+l
AO’+(>\]C+1+1 ¢lv] k—

M)’
Aot ()\k+1 +1 (;SZJ k+2

Qit1,j,k—Pi1,j.k
2AE

Dij—2,k T30 k—4bi i1,k

Apg1+1

2An

Aot Dijk1 —

2Ap41+1
Aot(App1+1) ‘75%] k=

A1)?
Aot(App1+1) ¢m k+2

Apit1,j.k—3Pi i k—Pit2 .k

2A¢

i1,k Pij—1,k
2An

Ak+1+1

Ao+ ¢i,j,k+1 -

2)‘k+1+1
Aot (Ag41+1) ¢”] k—

(Mep1)?
Act(Ag41+1) @ Jk+2

99

Tabla 2.3: Esquemas en diferencias finitas de las derivadas primeras de ¢ que intervienen en las condiciones de contorno, los nimeros
de referencia van del 7 al 11.

OJUBIA 9p sodwed ap UQIdeZI[SPOIA



2.5 Esquemas en Diferencias Finitas

2.5.3. Esquemas de las Derivadas de la Funcion que Define la

Topografia del Terreno

Los esquemas en diferencias finitas para las derivadas de la funcién z;, que
define la topografia del terreno se realizan de manera analoga a los esquemas

obtenidos en la seccion anterior. Estos esquemas se realizan para cada numero

de referencia como se muestran en la tabla (2.4)

Esquemas para las derivadas de z;
NE 02 0%z,
ox ox?
1.8.10 Rsiv1,; T Psi—1, Zsit1,j 228i,j + Zs;i_y
T 2Ax Ax?
4711 Azsiiny = 3% — Foiny | 2oy — Fsirey T Wsinny — DFsiny
T 2Ax Ag?
56.9 Rsi_a ] + 3Z5i,j 4zsz—1,j QZSi,j T Zs;s + 4281'72,]' - 5'251‘71,]'
T 2Ax Ag?
NR 0z, 0?2,
dy Oy?
1,9,11 Zsigr = Zsigo Zsigar — 2siy T+ Zsijos
o 2Ay Ay?
4,5,8 A2si i1 = 3siy — Zsigun | 2%siy — Zsijua T Ysijun — Osijn
T 2Ay Ay?
6,7,10 Zsy o 325, — 42, — Zsigoa T A% 0 — 0%
T 2Ay Ay?

Tabla 2.4: Esquemas para las derivadas de la funcion que define la topografia del terre-

no
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2.6. Construccion del Sistema de Ecuaciones

Lineales

Al reemplazar todos los esquemas obtenidos de diferencias finitas con el
cambio de variable en la ecuacién (2.43), y agrupando convenientemente por

nodos obtenemos las ecuaciones correspondientes a nuestro sistema Ax = b.

Segun la ubicacién de los nodos se tiene un esquema como ya se ha mostra-

doenlatabla (2.2) y (2.3).
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2.6.1. Ecuaciones Correspondientes a los Nodos de Numero de

Referencia 0

Al sustituir todos los esquemas en diferencias finitas obtenidos en la seccion

anterior, en la ecuacion (2.43) tenemos

T Gi1jk — 205k + Pit1,5k s Dij-1k = 20ijk + i1k
7 Ag? y? An?

(o0 —1)% [ [0z ? A T, 1 Gijr—1— (M + 1)k + Nei k1
+ + + 222
s ox dy Ty m

Ao (2 + Ap)
1 0z, (Ai¢i+1,j,k+1 — AN @i 1 ki1 — Pitigk-1+ Pic1 k-1

2o —1)—
2= D3 5 2007 (Ao + A2)AE

_i_()\i — D)di1jk — (A — Ddig1jin + 20— 1)1325 M®ijate+1 — NeBij— 1kt
2001 (A + AP)AE v Oy 2007 (M, + A2) A7

+_¢i,j+1,k71 + Qi1 k-1 + ()\% — 1) ij1p — ()\% — D) ijr1k
2Aa,j()\k + A2)An

o —1) 8225+82z5+g 07 2+ 0z 2
“ ox?  0y? « ox dy

—(A\ = )ik — ¢>i,j,k—1)

Aoy (Ak + A7)

< A2 ikt

T A et )
1 1 0ug 1 0v Oug 0z,  Ovy 0z owy
S P (el _y( ZRe 7% % 2.131
Th[”(xza§+yzan>+(“ )<aaax+aaay)+aa} (2130

Agrupando correctamente los términos semejantes, tenemos que la ecua-
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cion correspondiente para el sistema de ecuaciones para los nodos internos es

21 27 2 (A —1)
- Vi 4+ V2 ik V31
<xl2A§2 Tupae T AN T T ety )¢ gk V30ig-1k
Vg 1 pa+ |V 2 —V2 ! ;.
Lok Aot (A2 4+ \p) At (A2 + X))

Vs
~Vaoi1 k-1 — V3Piji1p—1 + <W + V7) Gij—1,k

o T T
sy V8| SV P
+ (m?AfZ + ) ¢ Ljk T <$?A§2 ) ¢ +15k T <?JZQA772 ) ¢ J+Lk
—V5¢ij—1 k1 — VO&i_1 k1 + <V

+V6¢it1 jkt1 + VOPijt1 k1
_ 1 {W<13u0+ 182}0)+(U_1)<8u0823+31)0523>+%} (2.132)

2 Ak
l— 4 V2 g,
ActOwt D) v Aot (e + 1)) P+t

Tl \w 26 Ty on o dr ' Do dy do
donde
(o =12 (02 0zs . 1o 7,1
Vi = o 5 ) +(Gobie? )+ 7o (2.133)
0%z, 022, 2([0z)\° 02, \ 2
Ve = (0_1)[6x2+3y2+;<<3x) +<5y>>] (2.134)
(0 —1) 0zs
V3 = 2.135
YAt (A + AF)An dy (2:139)
B (0 —1) 0z
V= p Aot (A, + A2)AE Ox (2.136)
)\k(O' — 1) 8zs
Vi = 2.137
yAot (A, +1)An oy (2137
B A (o —1) 02
Ve = T Aot (A, + 1)AE Ox (2.138)
yr = G- DAe=1 02 (2.139)

y Aot AL An  dy

(o =1\ — 1) 0z
V8 = AT o (2.140)
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2.6.2. Ecuaciones Correspondientes a Nodos del Contorno
2.6.2.1. Nodos de Numero de Referencia 1

ijk+2¢

++
Ao

i,j,k+1. i—l,j,k

i1k ik ij+lk

Figura 2.9: Namero de referencia 1

02\, (02} [ T]06 _ w [ Th06NO  ( Ti00)0s
ox dy Ty|0o T, T 0¢ ) ox 0 Yy, On ) Oy 0
(2.141)
0z 2 0z 2 T,
V9 = <8x) + (8y> + T, (2.142)

Sustituyendo en la ecuacion (2.141), los esquemas de las derivadas en dife-

Sea,

rencias finitas correspondientes tenemos,

T 02 T 02 Wy + 1
5y Y] e Pk — V9 iy
2y An 9y Pig-1ie+ 20, A8 Ox Pi-i Aot (Agy1 + 1)¢ o
T 0z T 0% App1 + 1
TO AL Ay Pitlik T 5o o Py VO o,
20;AE Ox D1k 2y, An Oy Do+ Ao+ Pijik1

()\k+1)2 ¢ )

- T <u0 Ps 407 _ w0> (2.143)

-V9

T ox dy
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2.6.2.2. Nodos de NUmero de Referencia 2

Figura 2.10: NUmero de referencia 2

— =0 (2.144)

(2 + )\k—l)
AO};(l + )\kfl)

Ao her T Aoy (Mt + A7)

Pijk —

Gijr—2 =0 (2.145)

2.6.2.3. Nodos de NUmero de Referencia 3

Gijk =10 (2.146)

2.6.2.4. Nodo de Numero de Referencia 4

Al sustituir en la ecuacion (2.141), los esquemas de las derivadas en diferen-

cias finitas (2.122), (2.125) y (2.126), y agrupando correctamente tenemos,
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i,k
ij+1,k

ij+2,k
i+1,j,k

Figura 2.11: NUmero de referencia 4

3r 0z 3r 0z 2 41 + 1
( V9 bl )> Gijk —

2nAE D | 2pAn 0y Aot (e 1
N s 3zs¢ 2m 8zs¢ N s 3zs¢
21’;A§ or i+2,7,k yzAU ay 1,j+1,k 2y1A77 ay 1,7+2,k
Ak +1 (Aks1)?
VO——; -V9 i
T Ao+ Pijik+1 Act(Npy1 + 1)¢ Jik4-2

I O
Ty R voay o

2.6.2.5. Nodo de Numero de Referencia 5

,],K+2¢
i—2,j,k
i,j,K+1g
i—1,j,k
Lj,K o o
ij+1,k ij+2.k

Figura 2.12: NUmero de referencia 5

m%¢i+l,j,k

(2.147)
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Sustituyendo los esquemas de las derivadas en diferencias finitas, hallados
en las ecuaciones (2.122), (2.126) y (2.129) en la ecuacion (2.141), y agrupando

correctamente la ecuacioén resultante es,

T 8zs¢ 27 8zs¢
T2 AE O TR T p AE 9 TR
B 3r 0z N 3 % N 20401+ 1 b
20 AE 0 2y,An Oy Aot (Ngy1 +1) )70
27 8zs¢ T 8zs¢
ylAna z]—l—lk 2yA778 i,j+2,k
)‘k-i-l + 1 ()‘k-i-l)
+V9 Aot Pijk+1 V9A0+()\k+1 n 1)¢w,k+2
T 0z 0z
-z (uo% o2 - wo) (2149)
2.6.2.6. Nodo de Numero de Referencia 6
L],K+2¢
i-2,j,k
I, k+1e —1jk

H:Z,k I’J‘_l’k I!Jlk

Figura 2.13: NUmero de referencia 6

Reemplazando en la ecuacién (2.141), los esquemas de las derivadas en di-

ferencias finitas de las ecuaciones (2.122), (2.129) y (2.130), tenemos la siguiente

ecuacion,
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T 0z 21 Oz T 0z

2ylA77 ay ¢z,] 2k yAU a ¢z,] 1L,k — 2 A§ Oz ¢z 2,7,k

2m 0z 3r Oz 3r 0z 2011 + 1
i — 4+ V9 Iy
T A g Ptk T <2xZA§ 9r T 2pAn oy VAo et + 1)>¢ ik
)‘k-i-l +1 ()‘k+1)2
VO——; ipr1— V9 Iy
+ Aot Pije+1 Aot (Oyrt + 1) Pijo+2
T 0z, 0z,
= Th(UO o + Vo 8y — ’UJO> (2149)

2.6.2.7. Nodo de Numero de Referencia 7

Figura 2.14: NUumero de referencia 7

Sustituyendo los esquemas (2.122), (2.125) y (2.130), en la ecuacion (2.141)

tenemos
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s 3zs¢ N 2m %qﬁ
2y ay T yAp oy T
s 3r 0z 2 1
( 3m 0z T 0z g ki1 T ))¢Hk

20,AE Or 2y,An Oy Act(Appr + 1
2m Oz, T 0z Aot + 1
_—xlAg a—.Z’QSH_L]’k + 2xZA§ o ¢z+2,],k + V9 Aot ¢l,],k+1
-9 ()‘k+1)2 ;i
Aot (Agy1+1) bk
m 0z 07
= i (uoﬁ—x + v oy wo) (2.150)

2.6.2.8. Nodos de NUmero de Referencia 8

I,,kt2 ¢

ij,k+ 1

i,j,k Lj+lLk ij+2,k
i+1,],

Figura 2.15: NUmero de referencia 8

Analogamente empleando los esquemas encontrados en la tabla (2.3)

T 0z 3T Oz 2011+ 1
5r A o Ptk T\ 5o g T Pi.j
1 AE Ox 2u,An Oy Aot (Mgr1 + 1)
T aqug 2m %qﬁ ) + T %qy )
21’;A§ or i+1,7,k yzAU ay 1,j+1,k 2?JZA77 ay 1,7+2,k
Akt 1 (Aks1)?
LA 74 y
+V9 Ao+ Gijhk+1—V Ao Overy £ 1) Pijo+2

T 0z 0z
= Th(UO o + vg ay — UJ()) (2151)
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2.6.2.9. Nodos de NUmero de Referencia 9

i k+2¢

i-2,j,k
ij k+1é

i-1,j,k

@ @
Lj-1,k i,k Lj+1l,k

Figura 2.16: NUmero de referencia 9

Tomando los esquemas en diferencias finitas de la tabla (2.3) obtenemos

T 0% T 0z 27 0z,
¢z,j 1,k — Qsz 2,5,k ¢z 1,5,k
2y, An Oy 2xZA§ ox Af ox
3t 0z 2001 + 1 T 0z
_ <2xlA§8—x + V9 AO.+()\]§+1 I 1) > ¢Z,], 2ylA77 a ¢Z,j+1 k
)‘k-l-l +1 ()\k+1)2
+V9 Ao+ ¢z,],k+1 V9 Ao+ ()\k+1 + 1) ¢Z,j,/€+2
T 0z 0z
= Th (uo% + v y - wo> (2.152)

2.6.2.10. Nodos NUumero de Referencia 10

De manera similar a los casos anteriores tenemos

T 0z 2m 0z _ T 0z

2ylA77 ay ¢z] 2 k QZAU p) ¢z,j*1,k + 5 ZAg o ¢i71,] k
B 3T %4_ 2041 + 1 5 o %(ﬁ. |
2y Oy Aot(Neyr +1) )78 25 Ag 9 T
Ar+1 +1 (Akg1)?
+V9 Ao~ ¢z,],k+1 V9 Aot ()\k+1 T 1) ¢z Sy k42

T 0z 0z
= ﬁ(UO o + vg ay — ’UJO> (2153)
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i-1,j,k

,j-2,k

Figura 2.17: Numero de referencia 10

2.6.2.11. Nodos Numero de Referencia 11

@
Lj+1,k

Figura 2.18: NUmero de referencia 11
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Por ultimo los esquemas en diferencias finitas obtenidos son,

T 0z 3r Oz 2041 + 1
i1kt (7— -V9 ki ))¢zyk

2y1An Oy 21 A€ Ox Aot (Ngrr +1
2 0z, 9z LT T 02 9z T 0% 9 ,
-'L’lAg O i+1,5,k 20 A§ O i+2,5,k — 2y An ay 1,j+1,k
)‘k-i-l + 1 ()‘k-i-l)

VO———; - V9 i
+ Aot Pijo+1 Aot (st +1) Pije+2
T 0z 0z

= ﬁ (u()% + Vo 8y — ’UJ()) (2154)

2.7. Resolucidon del Sistema de Ecuaciones

2.7.1. Algoritmo Bi-CGSTAB

El método para resolver el sistema de ecuaciones es el Bi-CGSTAB, propues-
to por [68]. Es un método de biortogonalizacién que tiene la ventaja de que las
formulas de recurrencia son reducidas y el almacenamiento no aumenta con el

nUmero de iteraciones.

Se introduce ademas un parametro w; en cada iteracion para estabilizar o

suavizar la convergencia, que se construye de la forma siguiente,

r; = ;i (A)pi(A)rg (2.155)

donde ¢;(t) se define de forma recurrente,

Vi (t) = (1 — @ity (t) (2.156)

Si obtenemos w; a partir del residuo del sistema original sin precondicionar

en lugar del precondicionado, resulta (ver la variante BICGSTAB-P en [68]),
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(2.157)

En este caso, por tanto, se obtiene el siguiente algoritmo,

Algoritmo BI-CGSTAB

Aproximacion inicial xo.rg = b — Axg;
t( es arbitrario, tal que (&, ry) # 0, p.e.,ty = ry;

0o=1

jo3
Il
&

po = Gy
po=vo=0;Mientras || r;_1 || /|| ro |> ¢ (:=1,2,3,...), hacer
Resolver Mz =r;_;

pi = (fo,2)

Bi = (pi) pi—1) Qi1 /i)

pi =2+ Bi(pii1 — @io1Vi1)

y = Ap,;Resolver Mv; =y

S=r; 1 — &y

u=2z— q;v;

t=Au

(Di — <t,S>

X; = X;—1 + q;p; +w;u
r; =5 — w;t;

Fin

Como el sistema de ecuaciones resultante Ax = b es no simétrico, se recu-
rriria a un método lineal de resolucion de sistemas de ecuaciones apropiado.
Aqui se ha aplicado el algoritmo de biortogonalizacion Bi-CGSTAB ya que este

método ha mostrado su eficiencia para resolver este tipo de sistemas lineales
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de ecuaciones que resultan de la discretizacidn en diferencias finitas.
Para mejorar su convegencia, existen varios precondicionadores clésicos, dia-

gonal (A), SSOR(w), e ILU(0) [33].






Capitulo 3

Modelizacion del Transporte de

Contaminantes en la Atmosfera

A partir del campo de velocidades del viento obtenido en el capitulo ante-
rior, construimos el modelo de dispersion de contaminantes. Empleamos para
la ecuacion de conveccion-difusion-reaccion de una especie contaminante i
un modelo euleriano, teniendo en cuenta las reacciones quimicas, las elimina-
ciones debidas a las precipitaciones (deposicion humeda), las emisiones y la

deposicion seca.

3.1. Modelo de Contaminacion Atmosférica

En un modelo euleriano, la no-homogeneidad y la no-estacionalidad del
viento y de las turbulencias introducen complejidades que hacen que, las ve-
locidades verticales medias no pueden despreciarse. Resulta entonces que la

ecuacion de transporte-difusion se puede escribir, para una especie contami-



74 Modelizacion del Transporte de Contaminantes en la Atmadsfera

nante ¢, de la forma [22].

%Jrﬁﬁci—ﬁ-a(ﬁci):fi i=1,..p, en Q (3.1)

donde p es el nimero de especies contaminantes consideradas, ¢; = ¢;(x1, T2, 3,1)
representa la concentracion media del contaminante i, ¥’ es el campo de veloci-
dades del fluido obtenido en el modelo del capitulo anterior, K; = [K;1(x1, ©2, x3)

, Kig(x1, 29, 23), Kiz(x1, 29, 23)] es el tensor (diagonal) de difusividad, y final-

mente, f; = fi(ci, ¢, ..., ¢p) representa las fuentes externas.

El primer término representa la variacion de concentracion del contaminan-
te ¢ con el tiempo (conveccion); el segundo la entrada neta de contaminante
asociada al flujo atmosférico (adveccién); el tercer término la variacion de la
concentracion de contaminante debido a la difusion turbulenta; el cuarto téer-
mino es una fuente o sumidero genérico (por ejemplo, produccion o destruc-
cion quimica y emisiones para concentraciones de contaminantes modelados,
gradientes de presion, fuerzas de gravedad y de coriolis para conservacion del
momento, calentamiento térmico para conservacion de la energia y evapora-
cion para modelado del vapor de agua). Esta ecuacion general de transporte
puede ser muy compleja y no-lineal para la mayoria de sistemas atmosféricos.
La no-linealidad y el acoplamiento (coupling) aumentan debido al segundo y

cuarto términos.

3.1.1. Condiciones de Contorno

La ecuacion de conveccion-difusion-reaccion se completa con una distribu-

cion inicial de contaminantes ¢; coni = 1, ..., p, que se supone conocida en todo
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el dominio €,

ci(w1, 19, 23,0) = &) (21, T2, 13) i=1,..p, en (3.2)

Se establecen ademas condiciones de contorno de tipo Dirichleten ', (fron-
teras verticales del dominio) y de tipo mixto en T, (siendo el terreno 'y, y la
frontera superior I'y;) que aseguren la unicidad de la solucién. Tenemos enton-

ces

C; :Ci(l'l,fli'z,l'g,t) 1=1,...,p, en I', (33)
—ﬁK,ﬁcz =0 1=1,...,p, en 'y (34)
—ﬁKz6cz = Vg C; 1=1,...,p, en I'y (35)

siendo vy; la velocidad de deposicion seca sobre el terreno.

La concentracion C; se tomara igual al valor de fondo de la zona de estudio,
aunque bien puede considerarse nulo dicho valor ante el desconocimiento de
esta concentracion de fondo. Este es un valor que debe suministrarse al modelo
en forma de un campo inicial que bien puede construirse a partir de medidas
experimentales en la zona, obtenidas de una red de medidas de inmision. Co-
mo primera aproximacion puede considerarse un valor promedio de fondo de

la region.

Las caras verticales del dominio situadas a barlovento reciben una contri-
bucion nula de la fuente emisora, por lo que el valor de la concentracion de

contaminante en esas caras permanecera inalterado en el tiempo e igual a la
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concentracion global de fondo de la regién. Las dimensiones del dominio son
tales que las paredes verticales en la direccion del viento (a sotavento) estan
lo suficientemente alejadas como para considerar que en ellas la concentracién
de contaminante permanece también inalterada e igual a la concentracion de

fondo regional.

Considerando una altura suficientemente grande del dominio de estudio,
el flujo del contaminante hacia las capas mas altas de la atmodsfera puede con-
siderarse nulo. Por tanto, puede imponerse una condicién de flujo libre en la
frontera superior del dominio y tomaremos el segundo término de la ecuacion

igual a cero.

En la subcapa laminar adyacente al terreno tiene lugar el fendmeno de de-
posicion seca, por el cual se establece un flujo de contaminante hacia el terreno

al ser absorbidos los mismos por la vegetacion o el propio terreno.

3.1.1.1. Deposicion Seca

La deposicion seca se desglosa en dos: de una parte el transporte de los con-
taminantes a la superficie de la tierra; y de otra la interaccion fisica y quimica
entre la superficie y el contaminante. El primero es un proceso de mecanica de
fluidos, el segundo es primariamente un proceso quimico. Actualmente ningu-
no estd completamente caracterizado. El problema se dificulta por la interac-
cion entre los contaminantes y las superficies biogénicas, donde la recepcién
del contaminante se intensifica o retarda por la actividad vegetal, que varia con

el tiempo.

Es muy dificil medir el flujo de la deposicion de los contaminantes desde
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la atmosfera, aunque se han hecho avances significativos en los ultimos afios.
Muchos factores afectan a la deposicidn seca, pero por conveniencia computa-
cional los modelos de calidad de aire recurren a utilizar una cantidad simple,
llamada velocidad de deposicion seca que se denota por v4;, COmo se menciono
anteriormente.

Los valores de la velocidad de deposicion que se emplean en el modelo se

presentan en la tabla (3.1).

Contaminante | Vd; enm/s
SO, 0.0044
SO; 0.0026
NO, 0.0013
NO; 0.0054

Tabla 3.1: Valores para la deposicion seca. Por [5] para la familia de compuestos de
azufre y por [3] para los compuestos de la familia del nitrogeno

3.2. Estudio del Término Fuente

Si en el proceso de dispersion de contaminantes en la atmosfera se tiene en
cuenta la existencia de reacciones quimicas, el término fuente para una especie

i puede entenderse compuesto de tres aportaciones,

fi=E;+ R +P, (3.6)

donde, E;(z1, 2, z3,t) €s laemision directa de la especie i a laatmosfera, R;(x1, x9, 23, t)

es el término de formacién o desaparicion de la especie ¢ por medio de reaccio-
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nes quimicas y P;(z1, s, 3, t) €l ttrmino de eliminacion de la especie i debido
a las precipitaciones (deposicion humeda).

Dado que la velocidad de reaccion quimicay velocidad de desaparicion de-
bido a la deposicion humeda presentan la misma relacion funcional (este mode-
lo considera R;y P; lineales), podemos agrupar los terminos correspondientes

a ambos fendmenos asi

P
fi=Ei+ Z Qjj Cj (3.7)
7j=1

3.2.1. Emisiones Directas
3.2.1.1. Fuente Puntual

Las fuentes puntuales que emiten con una concentracion inicial ¢;, y locali-
zada en un punto de coordenadas (zi,, zs,, ¥3,) pueden modelarse de acuerdo
con la teoria de distribuciones como el producto de la intensidad de emisién y

de la distribucion delta de Dirac en la forma,
E; =e;(t) - d(z1 — x1,) - (22 — o) - §(23 — 3,) (3.8)
Por otra parte una emisién instantanea puede modelarse mediante,
E; =e; - 0(xy —x1,) - 0(x9 — 9,) + 03 — x3,) - O(t — to) (3.9)
En realidad, la expresion (3.9) surge de (3.8) sin mas que considerar
e, (t) = ey - 0(t — to) (3.10)

lo que nos lleva a analizar la relacion funcional que liga el término de emisiones

directas con el tiempo. Asi, podemos encontrar las siguientes situaciones de
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aplicacion.

Analisis de Diagnostico: En esta situacion, esta relacion funcional debe de-
terminarse bien utilizando una evolucion temporal de las emisiones registradas
0 bien mediante un analisis estadistico de los datos histéricos acumulados de
emisiones, determinandose asi la situacion mas probable con un grado de con-
fianza elevado.

Efecto de una Sobreemision: Una sobreemision puede modelarse mediante
la expresion (3.9) sin mas que considerar como intensidad de emision la sobree-
mision prevista. La aportacion de este término de sobreemisién puede conside-
rarse afiadida a la expresion que modela la emision en el tiempo. Por tanto, la
expresion correspondiente al perfil de emisiones considerando el efecto de las

sobreemisiones sera del tipo,
Bi= > sl-0(t—t;) +ei(t) | -0(ar —21,) - 62 — 23,) - 0wz — w3,)  (3.10)
7j=1

expresion en la que n representa el nimero de sobreemisiones previstas, ¢; re-
presenta el instante que corresponde a la sobreemision j de densidad s{ en la
especie i.

Analisis de Prondstico: En esta situacion, la evolucion temporal de las emi-
siones debe determinarse con base en estimaciones de la utilizacion prevista de
la central, tipo y composicion del combustible a utilizar, etc. También es posible
modelar el efecto de la emision directa de contaminantes mediante una fuente
distribuida en volumen, de forma que la intensidad volumétrica de emision sea
el resultado de distribuir uniformemente en dicho volumen la intensidad de
emision puntual. Esta forma de modelar la emision puntual permite eliminar
ciertos problemas de estabilidad numérica que introduce una fuente puntual

en el modelo.
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3.2.1.2. Modelo de Pluma Gaussiana

El modelo de pluma Gaussiana es el mas comun de los modelos de polucién
del aire. Se basa en una férmula simple que describe el campo tridimensional
de concentracién generado por una fuente puntual bajo condiciones meteoro-
I6gicas estacionarias y de emisién. Aunque en el modelo de pluma Gaussiano
por simplicidad la pluma se mueve en la direccion del eje x positivo, en un sis-

tema de referencia general, la férmula de la pluma gaussiana se expresa como,

2 2
= Lﬁ exp 1A exp I s (3.12)
2mop0, || 2\ o, 2

O.Z
donde ¢(s, ) es la concentracién en r(x,, y,, z,) debida a las emisiones en s =

(xs,ys, 25); @ €s la tasa de emision; oy, (jn,d) Y 0.(j., d) son las desviaciones es-
tandar (horizontal y vertical respectivamente) de la distribucion espacial de
concentracion de la pluma (frecuentemente o, es referida como o,); j, Y j, son
los estados de turbulencia horizontal y vertical; d es la distancia a favor del

viento del receptor desde la fuente
(3.13)

siendo = el vector de la velocidad media del viento (,,u,,u,) a la altura de
emision (se asume u, < /u> +ﬂ§); A, €s la distancia en contra del viento,

entre el receptor y la fuente (esto es, entre el receptor y el centro de la pluma)

Ay =\/|r — s” — 2 (3.14)

y Ah es el ascenso de la pluma de emisidn, que es una funcion de parametros

de emisidn, meteorologia y distancia a favor del viento d. La ecuacién (3.12) se
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aplica parad > 0; si d < 0, entonces ¢ = 0.

Viento

Figura 3.1: Difusion de contaminantes desde una fuente puntual. Las concentraciones
de contaminantes tienen distribuciones Gaussianas diferentes en la direccion horizontal
(eje ) y en la direccion vertical (eje z)

3.2.1.3. Calculodeo,yo,

Las concentraciones estimadas por la ecuacion (3.12) dependen fuertemente
de un calculo correcto de o, y o, lo que constituye uno de los mayores desafios
para todas las aplicaciones que empleen el modelo de Gauss. En este trabajo
presentamos un método general para estimar o, y o, basado en el calculo de
funciones no-dimensionales, mediante un uso directo de medidas de intensi-

dad de la turbulencia, cuando éstas estan disponibles.
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Se propone para ello las siguentes ecuaciones [15]

oy = 0pdSy (%) (3.15)
o, = 0udS, (%) (3.16)

donde oy y 0, son las desviaciones estandar de los angulos de acimut y de
elevacion del vector viento, d la distancia a favor del viento, 7; es un factor
de normalizacion proporcional a 7;, la escala de tiempo Lagrangiana, (esto es
T, = T;/1,64, donde T; es el tiempo necesario paraque S, 0 S, lleguen a ser igual
a0,5; 5,y S, son siempre iguales a 1 para t = 0). Notese que oy = arctan(o, /)
y 0, = arctan(o,/u), para angulos pequefios pueden aproximarse como oy ~
o, /U) Y 0y >~ 0y /T

A partir de datos de dispersion disponibles, [15] proporciona una evalua-
cion preliminar de las formas precisas de S, y S, determinando 7;. [47] ademas

tabuld S, como una funcion universal solo de d. Esos valores tabulados fueron

luego reformados por [24] como

(

1+40,0308 d ™ B para d < 10*m
( 0-4518 1 d 4
Sy(d) = (3.17)
10000 '/
Sy(d) = 0,333 (T) para d > 10*m

La anterior formulacion de S, es aceptada generalmente como la mejor ma-
nera de determinar o, y ha sido recomendada por el American Meteorological
Society Workshop on Stability Classification Schemes and Sigma Curves. Sin embar-
go [48] sugiere una formulacion diferente para S,, que proporciona un mejor

ajuste con los datos experimentales para valores pequefios de d y es consistente



3.2 Estudio del Término Fuente 83

con la teoria de subrango inercial

7\ 2 1/2
T; <7> t
Sy=0,617 | = — =—5=1In (1 + 5,25f) (3.18)

No obstante, se necesita investigar mas para evaluar completamente la va-
lidez de las anteriores formulas de S,. En particular, la dependencia de S, sélo
de d es realmente cuestionable. Algunos experimentos numéricos de disper-
sion de particulas de Lagrange han confirmado un comportamiento de o, de
acuerdo con la teoria estadistica de difusion y muestran una variacion de va-
lores de o, de la misma entrada de oy, asociada con cambios en la estructura
de autocorrelacion de la direccidon del viento (esto es, una correlacion temporal
mas alta en la direccion del viento 6, causa, como se espera, mayores valores de

oy, aunque o, sea el mismo).

La evualuacion de S, es todavia algo incierta. [24] proporciona una funcién
S, universal preliminar y recomienda su empleo provisional hasta que mas
datos de campo permitan encontrar un esquema mas preciso. En condiciones
inestables, la funcion S, depende de la capa de mezcla h, el tiempo de difusion
t, la altura de escape efectiva h., la velocidad de friccion superficial v* y la esca-
la longitudinal de Monin-Lobukov. Asimismo, [15] propone bajo condiciones

neutrales y estables,

;

£\ 12 -1
(1 + 0,9 (—) ) para z < 50 m
To

S, = (3.19)

NS -1
140,945 (—) para z > 50m
\ TO
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en que el tiempo caracteristico 7, es ~ 50 s.

3.2.1.4. Modelos de Emision Gaussiano

Los modelos de estructuras se han desarrollados para tratar emisiones no
estacionarias en condiciones de dispersién no homogéneas. Los métodos de
estructuras tienen ademas la ventaja adicional de ser capaces, al menos teorica-

mente, de simular condiciones de calma o vientos de baja intensidad.

El modelo de emision Gaussiano asume que cada emision de contaminan-
te de duracién At inyecta en la atmosfera una masa AM = QAt, donde @ es
el coeficiente de emision variable con el tiempo. El centro de la estructura que
contiene la masa AM sufre adveccion segun el vector de viento local depen-
diente del tiempo. Si en el instante ¢, el centro de una estructura se localiza en
p(t) = (z,,Yp, 2,), €Ntonces la concentracion debida a esa estructura en el re-

ceptor r = (z,, y,, z-) puede calcularse usando la formula bésica de estructura

Gaussiana,
AM 1 (2, — 2\ 1 (y,—y 2
Ae = ————— |z _Z(Zp_ I
¢ (2m)3/20}0, R ( oh ) P ( oh >
1 (zp— 2 2
exp | —= (3.20)
2 o

gue con frecuencia se amplia para incorporar términos de reflexion y de de-
posicion. Es de destacar que la integracion analitica de la ecuacion (3.20) en
condiciones de transporte estacionarias y homogéneas da como resultado la

formula de la ecuacion de la pluma Gaussiana (3.12).
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La ecuacion (3.20) necesita de una evaluacién apropiada de o, y o.. La con-
centracion total de un receptor en el instante ¢ se calcula afiadiendo la con-
tribucion Ac de todas las estructuras existentes generadas por todas las fuen-
tes. Sefalar que la ecuacion de la estructura (3.20) difiere de la ecuacion de
“pluma”(3.12), principalmente porque un término de difusion horizontal extra
ha sido sustituido por el término de transporte, con la consecuente desapari-
cion de la velocidad del viento w. En otras palabras, en un modelo de estructu-
ra la velocidad del viento afecta al calculo de la concentracion solo controlando
la densidad de estructuras en la region (esto es, cuanto mas baja es la veloci-
dad del viento, mas cerca estara una estructura de la siguiente generada por la
misma fuente). Por tanto, al menos en teoria, un modelo de emision puede ma-
nipular condiciones de calma o vientos de baja intensidad, representando esta

aproximacion la mas avanzada y potente aplicacion de la formula Gaussiana.

Derivaciones de las Ecuaciones Gaussianas
Las ecuaciones Gaussianas pueden derivarse de ambas consideraciones, la Eu-
leriana y la Langrangiana. Esa es la razon por la que los modelos Gaussianos

se discuten separadamente de los modelos Eulerianos y Langrangianos.

Hay varias maneras de obtener la ecuacion de la pluma Gaussiana en estado

estacionario (3.12). Se van a discutir brevemente dos métodos en esta seccion.

e La Derivacion Semiempirica:
La derivacién semiempirica directa se realiza al asumir que la concen-
tracion ¢ de la pluma a cada distancia z, a barlovento, tiene distribucio-

nes Gaussianas independientes, tanto horizontal como verticalmente, por
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tanto
( ) ] 1 (Acw>2 1 (he—zr)Z
clr,y,z) = cons exp |—= | — exp | —=
Y \/27T0'h P 2 Oh P 2 P

donde z es la distancia a barlovento, en vez de d.

La condicion de conservacion de masa requiere que todos los flujos de
concentracion a través de cada plano (y, z) sea el mismo; es decir para
cada x

Q= c(z,y, z)u dy dz (3.22)

(y,2)
que con la ecuacion (3.21), resulta const = @ /u, y por lo tanto da la ecua-

cion (3.12).

e Pluma Gaussiana como Superposicion de estructuras Gaussianas:
Una pluma puede representarse por unaserie infinita de estructuras, don-

de cada estructura, localizada en x, y, z genera un campo de concentracion

dM

(2m)320,040,

o3[ (5 (2))

(3.23)

de(x,y,z) =

en el receptor (z.,y,, 2,), siendo dM = Qdt = Qdxz/u la masa de la es-
tructura. Entonces, si o, = 0, = oy, la integracion a lo largo de = de la

ecuacion (3.23) nos da la ecuacion (3.12).
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3.2.2. Reacciones Quimicas

En general, las reacciones quimicas presentan expresiones no lineales de la
concentracion de las especies quimicas consideradas. Se tomaran como espe-
cies significativas de estudio a las familias de contaminantes de azufre y nitro-
geno por ser éstos los contaminantes mas emitidos por las plantas generado-
ras de energia. Como especies primarias directamente emitidas se considera el
diéxido de azufre SO, para la familia de compuestos de azufre y los 6xidos de
nitrogeno NO, para la familia de compuestos de nitrégeno. Ademas conside-
ramos las formaciones de los acidos H,SO, (acido sulfarico) y HNO; (acido
nitrico) correspondientes a las oxidaciones de ambas familias.

Tal como se mencion6 anteriormente el proceso de transformacion quimica
de las especies contaminantes presenta en general una cinética no lineal, sin
embargo al realizar las oportunas simplificaciones que eliminen los términos

no lineales [34], el término de reaccion quimica presentara la forma siguiente

Ry =@y - ¢ ij=1,2 .. N (3.24)

siendo los coeficientes @;; las constantes cinéticas de las reacciones en las que
interviene la especie 7, ya sea para formacion de la especie (signo positivo) o
para su desaparicidn (signo negativo). Para las especies consideradas en nues-
tro modelo lineal, SO,, H,SO,, NO, y HNOs, los coeficientes @;; representan

la velocidad especifica de formacion o desaparicion de dicha especie.

3.2.2.1. Reacciones Homogéneas en la Atmosfera

Habitualmente la mayoria de los contaminantes que resultan ser dafinos

no son directamente emitidos, ya sea por fuentes antropogeénicas o por fuentes
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naturales, sino que son el resultado de un proceso de trasformacién quimica
que tiene lugar en la atmodsfera desde el momento en que los contaminantes
primarios son emitidos. Es por tanto importante considerar el efecto que tienen
estas reacciones sobre la dispersion de contaminantes, tanto desde un punto
de vista cualitativo como cuantitativo. Estas pueden clasificarse, atendiendo al
estado fisico en que se encuentren las diferentes sustancias reaccionantes, en

homogéneas o heterogéneas.

Resulta imposible de todo punto considerar el efecto de todas estas reaccio-
nes debido a la complejidad del fenédmeno fisico-quimico que envuelve a las
mismas. Es por lo tanto necesario considerar muy detalladamente que reaccio-
nes seran predominante en una determinada situacion y como podra modelar-
se matematicamente su comportamiento. A efectos de estudiar una simulacién
numeérica en la que se considere el efecto de la reaccion de contaminantes es
especialmente importante tener en cuenta estas consideraciones, ya que el in-
troducir una nueva especie intermedia involucrada en el proceso supondria la
necesidad de afadir una nueva ecuacion de dispersion para dicha especie, lo
gue se traduce a aumentar la dimension del problema evolutivo, de por si ya

bastante amplia.

A continuacion se realizara una breve descripcion de la quimica de las reac-
ciones en fase homogénea que afectan a los miembros de la familia del nitrége-
no, especialmente 6xidos de nitrogeno, haciendo especial incapié en el caracter
fotoquimico de las mismas. Se estudiara también la quimica de la familia del
azufre en sus diferentes estados de oxidacion e hidratacion, por ser esta familia
de compuestos la causante de mayores dafios y la mayor causa de preocupa-

cion cuando se tratan temas relacionados con la contaminacion.
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Las reacciones quimicas elementales de las familias de contaminantes con-

sideradas se muestran a continuaciéon

NOs+h-v - NO+ O- (3.25)
O-40s+M 305+ M (3.26)
O3+ NO 2 NOy + O, (3.27)
Os+h-v=0('D)+0, (3.28)
O(D)+M >0 -+M (3.29)
O (‘D) + H,0 % 2-OH- (3.30)
HOy-+NO -5 NO, + OH- (3.31)
OH - +NOy > HNOs, (3.32)
OH - +S0, % HOSO,- (3.33)
HOSOy - +0y 3 HO, - +S0;4 (3.34)
HOy - +S0y 25 SO; + OH- (3.35)
SOs + H,0 3 H,SO, (3.36)

expresiones en las que M representa cualquier molécula capaz de absorver el
exceso de energia vibracional, estabilizandose asi la molécula de ozono O; for-
mada. Esta molécula M podria ser perfectamente el oxigeno o el nitrogeno at-

mosférico.

Estas doce reacciones elementales modelan de forma completa el compor-
tamiento en fase gaseosa de las principales sustancias contaminantes en la at-
mosfera. Intervienen ademas especies altamente reactivas, de corto periodo de

vida en la atmosfera. Especies sobre las que se considerara una condicion de
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estado pseudo-estacionario pues dicha sustancia se forma por reaccién quimi-

ca al mismo ritmo que desaparece.

El modelo tiene en cuenta doce sustancias, cuyas velocidades globales de

formacion vienen dadas por

d[HNO,]
dt
d[SO,]
dt
d [SO;]
dt
d[HySO,]

dt

k1 [NOo] = ky - [O] - [0o] - [M] + ks - [O (*D)] - [M]

ks [Os) — ks - [O("D)] - [M] — k¢ - [O ("D)] - [H20]

2 kg - [H,0] - [0 (*D)] + ks - [Hy0] - [NO] — kg - [OH-] - [NO,]
—kg - [OH"] - SO3 + kyy - [HO,] - [SO5]

—k7 - [HO5] - [NO] + kg - [HOSOs] — [O3] — k12 - [HO,] - [SOs]
ko - [OH-] - [SOy] — k1o - [HOSO,] - [Os]

kz - [O] - [Os] - [M] = k3 - [O3] - [NO] = ks - [O5]

(3.37)

ki - [NOo] — by - [HOo - [NO] = ks - [03] - [NOJ

—ky - [NOo] + ks - (03] - INO] + by - [HOs] - [NO]

ks - [OH] - [NO,)

ks - [OH"] - [NOs]

kg - [OH"] - [SO] — kyy - [HO] - [SOs)]

ki - [HOSO) - [0s] — ks - [SO3] - [HyO) + kyy - [HOy] - [SOy]

k1o - [SOs] - [H2O]

Las constantes cinéticas (k) de las reacciones (3.25) a (3.36) se recogen en la
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tabla (3.2).
Reaccion Constante Cinetica
1. NOg+h-v— NO+O- Depende de la radiacion solar
2. 0- 402+ M —- O3+ M 6,0 x 10734 x (T/300) 23
3. O3+ NO — NOy + O, 2,2 x 10712 x ¢~ 1430/T
4. O34+ h-— O ('D) + O, 0,0028 - k;
5. 0('D)+ M —O-+M 2,9 x 107!
6. O(*D)+ H,O —2-OH- 2,2 x 1010
7. HOy-+NO — NOy, + OH- 3,7 x 10712 x 240/T
8. OH-+NOy, — HNO; 1,1 x 10713
9. OH - +505 — HOSO,- 1,1 x 101
10. HOSOs - 405 — HOs - +S05 —
11. HOy - +505 — SO3 + OH- 1x10°8
12. SO3 + H,0 — H,S0, 9,1 x 10713

Tabla 3.2: Constantes cinéticas del conjunto de reacciones quimicas adoptadas. Las
unidades son tales que al expresar las concentraciones en molec - em =3, la velocidad de
reaccion se expresa en molc - em =3 - s—1.

Del conjunto de reacciones anteriores podemos obtener los valores de las
concentraciones de las sustancias sobre las que aplicamos la condicidn de esta-

do seudo-estacionario. Las sustancias sobre las cuales aplicamos dicha condi-
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cion son: O, O (*D), OH-, HO,-, HOSO,-y O3- obteniendo

kike [NO»]
kG[HQO] k3[NO]+k4CL

(D)., = o

ki - [NOo]+ ks - [M]-[O('D)]

[O']ee = oy - [02] i [M]

OH, = 2-a: %
_ ko - [SOy] k4 - [Os]

HOz | = 20 o 150, e INO,]

[0s],, = a’ff;% [0 (*D)] - [H,0] (3.38)

donde
1
0= A (3.39)
ko - [H20]

Sustituyendo las expresiones dadas en (3.38) en las velocidades de reaccion
dadas en (3.37) tendriamos las expresiones de la velocidad de reaccion de las

diferentes especies involucradas.

En las expresiones (3.25) a (3.36) vamos a considerar de forma conjunta los
oxidos de nitrogeno, en forma de NO,, que resulta de la suma de la masa del
NO vy la del NO,. En términos de concentraciones molares se puede expresar
como

INO,] = [NO] + [NOy] (3.40)

por tanto la velocidad de formacion de [NO,]| se calcula como la suma de las
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velocidades de formacién de [NO] y la correspondiente al [N Os].

Sumando las velocidades de reaccion correspondientes a ambas especies
en las expresiones (3.37) y sustituyendo en éstas las concentraciones de esta-
do estacionario representadas por (3.38) obtenemos las siguientes expresiones

gue representan las velocidades de reaccion de las especies NO,, HNO3, SOy y

H;S50;.
d[NO,] _ _Q‘G.kl-kzl.kg.[NOx]
dt k3[NO]+k4a
dt ks [NO|+ky-a
d[SOs] _ Ly ek [SO,]
dt kg k3[NO]+k’4(l
g ikikoky [SO)
kg(kg[NO]—i-lﬂ;&) k7[NO]+k12[SOQ]
d[SOs] ky - k- ko [SO,]
= 2.a- . — Ky - [H
dt T ks [NO]+ky-a M (50s] - [H20]
g Rikke ke [SO,)?
]{78(]{73[NO]+]{74CL) k?[NO]“Fle[SOZ]
H
B 1504 - (11,0 (3.41)

Las expresiones planteadas anteriormente pueden simplificarse si se tienen

en cuenta las siguientes consideraciones:

e Una vez formado el trioxido de sulfuro SO; en la atmdsfera reacciona
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r@pidamente con el vapor de agua presente para formar el acido sul-
farico H,SO,, que se puede considerar una condicion de estado seudo-

estacionario sobre esta especie.

A partir del analisis de las constantes de equilibrio para toda concentra-
cion relevante de NO en la atmdésfera podemos considerar que ky - a >>

ks - [NO.

La ultima contribucion a la velocidad de formacion, tanto del SO, como
del H,50,, observamos que va multiplicada por una constante k£, varios
ordenes de magnitud inferior al resto de las constantes, de forma que ,
incluso considerando el valor de (k, - ), una vez anulado el efecto de £; -
[NO] su contribucion resulta despreciable frente al resto de los términos

gue contribuyen a la velocidad de reaccion.

Teniendo en cuenta lo anterior, las velocidades de reaccion de las diferentes

especies involucradas pueden expresarse en la forma siguiente:

d[]:;tOm] = —2-ki ks [NO, (3.42)
% = 2-ky kg [NO,] (3.43)
d[SO,] ki - kg
- = ~2 P - [SO,] (3.44)
d[H,S04] ki - ko
yr = 2 h [SO,] (3.45)

Analizando el modelo cinético planteado a la luz de los resultados obteni-

dos podemos realizar el siguiente andlisis cualitativo, (ver figura 3.2): la fotéli-

sis del NO, produce NO y O-. Estos ultimos se combinan casi inmediatamente

con moléculas de oxigeno para formar ozono, que reaccionan de forma priori-
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taria con el NO para regenerar el NO,. Este ciclo representa el ciclo fotoquimi-
co bésico, donde el tiempo caracteristico del ciclo de regeneracién es tan corto
frente a posibles reacciones competidoras que se alcanza una condicion de es-
tado estacionario, en la que la concentarcion de ozono viene determinada en
funcion de la radiacion solar incidente. Cuando aparecen especies que compi-
ten con los miembros del equilibrio fotoquimico en la reaccidon con los radicales

libres la situacion se modifica en la forma indicada en la figura (3.2).

: h-v
N02+HO-—>HNC% - Nox
HNO, = 1N NO+HO_-->NQ +OH- NO

OH HOZ-

A

Regeneracion de OH-
S0, ~ HOSQ- - HSQ
SOZHO-—>HOS(2

Figura 3.2: Conjunto de reacciones que compiten por los radicales libres OH-y HO5-

La reaccion entre el SO, y el OH- es tan lenta como las que tienen lugar
en el ciclo fotoquimico del NO, NO, y el O, en el que su efecto se traduce en
una lenta transformacién de NO en NO, al aumentar lentamente la concentra-
cion de HO,-, responsable de la transformacion anterior. Esta reaccion regenera
radicales O H -, que ademas de realimentar la reaccion con el SO,, pueden reac-
cionar con el NO, para formar &cido nitrico. Otra posible reaccion en que se
puede ver involucrada el radical HO,- es la reaccion con el SO, para formar en
Gltima instancia acido sulfurico. Sin embargo, esta reaccion es tan lenta que su
efecto es minimo como fuente de oxidacion del SO,. En realidad esta reaccion

se ha descrito a nivel cualitativo ya que sus efectos son despreciables.
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Para explicar el desacoplamiento de las reacciones de la familia del nitroge-
no con las de azufre, a pesar de compartir radicales intermedios en sus reaccio-
nes, es necesario volver a las posibles reacciones en las que se ve involucrado

el radical OH-.

3.2.3. Precipitaciones

Los contaminantes gaseosos sufren absorcion por parte del aerosol presen-
te en la atmdsfera, asi como por las gotas de agua de las nubes. Por ello los
hidrometeoros, como la lluvia, contienen una apreciable concentracion de con-
taminantes que pueden ser capturados en su descenso a través de la atmosfera.
Cuando estos hidrometeoros alcanzan la superficie terrestre los contaminantes
en ellos contenidos son asimilados por la flora y fauna terrestre, asi como por el
agua de lagos, rios u océanos. Dicho fendmeno de absorcion esta caracterizado

por la existencia de una velocidad local de eliminacién, P,.

3.2.3.1. Deposicion Humeda

El indice de deposicion humeda se evalia mediante la siguiente expresion

h
Wg:/ ANz, y, 2, t)e(x, y, 2, t)dz (3.46)
0

donde A(z, y, z,t) es un coeficiente de lavado y & es la altura de mezcla. Toman-

do como base ¥, se puede definir la velocidad de deposicion hiimeda como

7%
V= 8 3.47
c(x,y,0,1) ( )

Entonces, si la suma de material removido se distribuye uniformemente a
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lo largo de la capa de mezcla, la velocidad de deposicion es
h J—
Vi = / A(z,t)dz = Ah (3.48)
0

donde A es un coeficiente promedio de lavado.

Teoricamente la deposicion hiumeda podria determinarse calculando la can-
tidad de contaminante eliminada desde la atmdésfera cada vez que haya preci-
pitacion. En un modelo Euleriano la deposicion humeda se trata como el pro-
ducto de un coeficiente (que parametriza la transferencia aire-agua) por el de

la concentracion del contaminante en el aire
Wy = vyile(z,y,0,1) (3.49)

siendo 7 la intensidad de precipitacion y v,,; una proporcion de lavado que se

define como
C(aq)

c(x,y,0,1t) (3:50)

Vi =
donde C(aq) es la concentracion de material en la precipitacion en la capa de
superficie.

Sin embargo ya que la precipitacion solo se mide a nivel de la tierra, se

asume normalmente un rango de precipitacion constante. Asi tenemos que

p= " (3.51)
h
el término Uwi se define como un coeficiente de lavado modificado wy,. Si I se

daen (m/s) este coeficiente toma los valores tipicos representados en la tabla

(3.3)

La velocidad de deposicion humeda de la especie i, cuyo valor se puede
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Contaminante | Coeficiente de Lavado wy,
SO, 6,00 x 1072
SO; 3,00 x 102
NO, 0,40 x 102
NO; 0,39 x 1072

Tabla 3.3: Valores para la deposicion humeda. Por [35]

obtener de la expresion,

Vi = Wi Po (352)

siendo w,; la relacion entre la concentracién de material precipitado y la con-
centracion de material en el aire al nivel de la superficie, y p, es la intensidad

de precipitacion. Los coeficientes de (3.7) seran,

Vwi

i =0 St j#1 Y oy = — " (3.53)

3.3. Esquema de Alto Orden en el Tiempo

Siguiendo la metodologia desarrollada por Lax y Wendroff [32], se propone
una formulacion muy general para la ecuacion de conveccion-difusion, que se
basa en la combinacion de un desarrollo de alto orden en el tiempo, utilizan-
do el desarrollo de Taylor, con la aplicacion de la discretizacion en diferencias
finitas. Para una especie 7, se realiza un desarrollo temporal en serie de Taylor
de ¢;

At? 0%¢

2 0t?

Jdc;
ntl— on gy At
c; + ot

c +O(A) (3.54)

n+6

)

n
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donde ¢ representa un numero tal que 0 < 6 < 1.

- . : : oc;
De la ecuacion (3.1), la primera derivada del tiempo 8_(; puede ser expre-
A . . . 0%¢; .
sada en términos de derivadas espaciales. La segunda derivada c’)—tc; también
puede aproximarse a partir de la derivada parcial temporal de la primera deri-

vada y de la ecuacion (3.1).

3.4. Construccion del Sistema de Ecuaciones

Lineales

3.4.1. Ecuaciones correspondientes a los nodos internos

Para los nodos internos del dominio, cuyo niumero de referencia es cero
(ver figura 2.6), intervienen 19 puntos para el primer contaminante ; = 1 (ver
ecuacion 3.95), y 26 puntos (ver ecuacion 3.133) para la segunda especie conta-
minante, ; = 2. Estos puntos se muestran en la figura (3.3).

Considerando ¢ = ¥(x, y, z, t) tenemos que

=TV + KV A+ f (3.55)

y su derivada

A=V — TV + KV + (3.56)

Tt

aplicando desarrollos de Taylor,

- At At?
R R {c? + 7@2 + TC?“ + O(At?’)]

At
+K;V? [c? + —c} + O(AtZ)] + f; (3.57)
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g
i=1,jk+1 i-1,j+1,k+1
i~1,j-1k+1 »
! |
w |
! 1
! |
1 1
I
ikl |
Lj-Lk+1 ! : i+ 1k
I I I |
| ‘ | i~1jk !
‘ L1k ¢ A D y i-Lj+1k
| I ! |
| | !
: L }
| | ! |
| ‘ VL K+ !
Ui+l kL 1 P !
#1j-1k+1 1 ‘ 1 !
! ; ! i~Ljk-11
! i=1j-1k-1#---d--opoo - B D e
T e R ZERRRL Sl B A ij+Lk SRR
| J \l,J,k g
I I
| |
VS 0
TS 2 L el S 1
Lj-1k 7 7 i+1,j+1k i,j+1,k-1
i+1,j,k .
i+1,j-1 k-
i+1,j,k-1 i+1,7+1 k-1
¢

Figura 3.3: Molécula para los nodos internos para la modelizacion del transporte de
contaminantes en la atmosfera

reemplazando la ecuacion (3.55) y su derivada (3.56) en (3.57)

At o

& - At -
S "% _ gV e+ (=5 Ve + K V2 Z)
: U {cl—i— 5 ( 7Vl + cr+ f,

2
+A7t (-7 Ve =7 Ve + KV + fi) + O(At?’)]

At
+K;V? [c? + 7@1 + O(Aﬂ)] + fi (3.58)
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ordenando adecuadamente, y teniendo en cuenta que

7V (KiV2) = K2 (-3 V) - (Kv%9) - (Vel)  (359)
s (U : ﬁ) Ve (3.60)

tenemos que

CnHT;C — —ﬁ-ﬁc?Jr%(ﬁ- “)U-ﬁc;w%z? (7 ¥) Ver
+%KZ~V2 (-7 Ver) - % (K:iv?7) - (Ver )
—%ﬁ- Vi + %ﬁﬁ- v (Ut : %7)
28 (7-9)7- Ve + 205 (5 9) Ve
—%tzﬁ V (K V2 — %ﬁﬁﬁf“
+K; V2! + %K,VQCZ + fi + O(A# | K;|| A?)  (3.61)
sustituyendo (3.55) en (3.61), obtenemos
At en - At - > At =\ =
a5 - —U-vcg+7(a-v)v-vc;l+717- (7 ¥) Ver
+%KNZCZ %KZVQKZV%;? = % (K:v27) - (Ver )
—%* §fi+%ﬁU-V(Ut ver)
+%t2 (7 6)77-%%%26 (7-¥) Ve
—%t?ﬁ 6(Kiv2c;)—A—t26 Vi
A At

t
+KiV20? + 7K1v2cz + fl - ?sz2f1

HO(AS, K| A (362)
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n+1 _ Cn

Reemplazando ¢} = ’Ttl en la ecuacion anterior, tenemos
Cn+1 — 5 - -\ =
L - Vet (7 V) Ve + S5 (7 V) Vel
n+1 n
T At
AtK; V2 [ 2 L) - =K, VK; V%!
N ( At > 2 ‘i
At - At , =
-5 (Kiv*) (Ver) - 57V,
A - -
+?77 Vv (_‘t VC?)

6 At
2 2
—A%v V( K,;V? ")—A—tv Vfu

At

eliminando derivadas terceras y cuartas, y agrupando correctamente

JAN 2 Oy o] (et —cn
- At = = t -
= —U'VC:L—F?(J V)J-Vc?—i-?z? (0-V)Vel!
At 2~ = n AtZ—» = (= 2.n
-5 (Kiv*9) - Ve, +Tv-v( V) + KV
At At?
—7'17 sz —U vfzt+fz__val
FO(AE, |[Kil| AL, K[| At) (3.64)

donde

fi = Ei + anc} + aipcy (3.65)
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At At At A At
—?'U sz = _?'U VE + 70[@1 ( ! At 1> ale VQ 1
At P At . "
5 Qi1 I 5 Q1 01 Cy 5 Qj1 (1 2Cy
At? Attt —en At Attt —p
—Tauv V (T) + ?aiZ (T)
At At At
—70412K V2 7%‘2E2 - 70%204210711 - 7041'2062203
At? o (AT — B
— U - S At? 3.66
1 U -V ( A7 > + O(A?) (3.66)
At2 R t2 R t2 R Cn+1 — "
—7vv-Vf;, = ——v-VE, ;1 U V( ! A7 1)
At? o (At — B
— ¥ - == 3.67
520 v ( A7 > (3.67)

Sustituyendo las ecuaciénes (3.65),(3.66) y (3.67) en (3.64), la nueva formu-

lacion de la ecuacion (3.54) resulta finalmente

[1 = %’52 ((7- %5V +3- (3 V)V) - AtKNQ] (CHT;C)
— [%Ozil - %AtZOzil’U' 6] (ﬂ%df)
— [%aiz — %AtQaizﬁ- 6} (ngiz(g)

= —F-Ve +%(v V)7V ?+gﬁ-(5-6)50?
—%(KVQ) \ —|——U V( >+KV2"
—%v VE; — A;aﬂK \ares _at ozz1E1 A;anauc?
—%azlau@ — %O{iQKiVQCg A;angg %0%20{2101

At AN At
— 5 QiatinaCy — 5 =i VEy + E; + o€} + appcy — TKNQfZ-

O(AL, || K || AL, || K ||” At) (3.68)
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3.4.1.1. Ecuacién Correspondiente al Primer Contaminante (i = 1)

De la ecuacion (3.68), para ¢ = 1 resulta

A2 L .
[1 - ((17 V)TV + 7 (5 V)v) — AtK;V?
At 5 L] e
—7Oé11 —EAtZOéH'U v:| ( L At 1>
At 5 S
. _ 2 AP TV, 2 2
{ g 127 ot M2t } ( At
At - - t -
= —F-V 4+ =(F- V)TV + =7 (7 V)V
At > t?
-5 (KV*3) - Vel + =7V (Ut w;) K Vi
At = At oAt At , o
—77) . VEl - 7&11K¢V261 - 70&11E1 - 70&%101
At At At At
—7a11a1203 - 7Oé12KiVZC§ - 70412E2 - 704120@10711
At At? o
—?Oé12062203 - 777 VEy + By + aqic] + aqacy
At

—7KZV2(E1 + OZHC? + 011263)

+O(A, | K[| A%, || K ||” At) (3.69)
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con a;, = 0. Multiplicando por Aty ordenando adecuadamente tenemos

At? " " At? o =
C;H—l — 7(17 V)ﬁ VC;H—I - 717 (77 V)VC?—i_l
At 5) -
—AtKiv20?+1 - 70[110711+1 + EAtZOéH'U' VC?+1
At? - - At? T
At ) - -
+7a110711 + EATQO[HJ' VC? — Aty - VC?
At? - JAN AR -
At? At? JAN 2
—TOéllKiVZC? - TOJ%IC? - 7'17 VEl
At? JAN AR At?
_TOZIIEI + AtEl — T_“ VEU — TKlVZEl
A
—TtanKiVQC? +O(AH, [IK || A2, [|KG[* Ar?) (3.70)
Resolviendo algunos gradientes
= = 0?c 0?c 0?%c 0?%c
o - 2 2 2
(U'V)U'Vci = u w—i‘v 8—312+w @—FQU’Uaxay
2 0%c
2 2
+ ooz + vw@y@z
ox dy 0z ) Ox
N ov N v ov\ Oc
U— + v— — ) =
ox dy 0z ) dy
ow ow ow\ Oc
— — — ) = 3.71
+<u3$+08y+w82)82 (3.7)

- 0%c d%c d9%c
T _ 2 2 2
v ('U V)VCZ = @—i—v a—y2+1,l)@
2 20 a?c

(3.72)
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L o= Oc Jdc Oc
¢ 0% 0%
2 — —_— —_—
Ve 0x? * 0y? * 072 (3.74)

2 2 2

(KiV*%) - Ve, = K, (g ot gyZ + g;;) %
(PP P 0

ox? 8y2 022 ) Oy

Pw  w  0*w) Oc

K, ( 5t ot az2> - (3.75)

L=, = 0%c d%c 0%c 0%c
v.V<vt.Vci> = uuta 5 T Uta 5 +wwta 5 (uthrUtv)m

d*c 0?%c

+ (uwy + wyw) 9005 (vwy + vyw) e

<U/%+'U%+ Gut) dc

ox dy 0z ) Ox

+ (u% +v % + w%> %
oz dy 0z ) Oy

+ (uaalit + Uaau;t + waau:) % (3.76)
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sustituyendo las ecuaciones (3.71), (3.72), (3.73), (3.74), (3.75), y (3.76) en (3.70)

y sumando términos semejantes

At At? 0% tt At?
(1 — 70&11) C;L+1 — (TUZ + AtKI> 8;2 — ( 3 U2 + AtKy)
At2 ) a2cn+1 9 a2cn+1 9 a2cn+1
— | — AtK, | —— — ZA#? L ZA? !
( 3 W ) 022 3 b oxdy 3 b 0x0z
2 %! 0 0 0 5 et
—gAtQU’U} a;gz + (Ua—z + Ua—Z + wa—z + EAt2a11u> a

u—+v—+w—+ EAtQOsz

N ov v ov 5 %t
ox dy v 0z

2 n+1
0°ct

0y?
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A2 92 At3 0%ct
<1 + —Oé11 a%l) i + <_At2u2 — Ao K, + 6 uut> 9] 021
X

At3 0”
At2 2_ AtQOéllK + — > Cl

2
3 oy?
2 At3 0%

%l
0x0z

3 6

o't + A—tZ <u@ + v% + w%)

0yoz 3 ox oy 0z

u  *u  0%*u

022 "o T 3,22)

+A_t3 ( Oy N Ouy W 3ut) act +A_t2< ov ov 81})
6 ox dy 0z ) Ox 3

ox? 0y 022

a (u%ﬂ%w%) T T Ty

6 ox dy 0z ) 0Oy 3 ox dy 0z

0w N 0?w N 32w>

ox?  0y?> 022

A3 [ Ow, ow, ow,\ Oc? At?

+ 5 (uﬁx —|—Uay +w82>8—z’1_ (Tan—At>

At? { oF, 0E; N 8E1] B At { 0E; N 0E; +waE1t}

’ct 4 A
~ At*uv + — (uvt + utv)} L4 [—Aﬁuw + — (uw; + utw)}
%

At
3At2 W+ == (vwy + Utw)}

At?
+EAt2a11u — Atu — —Km (

At2
+ At anv — Atv — —K, <

5 At?
+5At2a11w — Atw — 5 K, (

2 u@x—i_vﬁy w@z 6 u@x U@y 0z
At? 0’F, 0’F, 0*F,
— Ky— +K,— + K,—
2 [ * Ox? * Y oy? N Z@zZ}
+O(A, | K| A2, || Kq||” At?) (3.77)

que escrito de una forma mas simplificada queda

. 62 n+1 62 n+1 82 n+1
Aéqﬂ +A%1 o 2 A%Q By 2 A§,3 92 2
82 n+1 . 62 n+1 82 n+1
12 a a AIS a a + 23 a a
acn-i-l acn—l—l acn-i-l
Al 1 Al 1 Al 1
4 ox + 4 dy T 0z

= (3.78)

+A;
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Con el cambio de variable a coordenadas conformes tenemos que
Aé = 1-%0&11 (379)
2
Al = —(A%uMAth) (3.80)
2
AL, = —(A%vz—i-AtKy) (3.81)
2
Al = —(%wMAtKZ) (3.82)
AL, = —gAtQUU (3.83)
2
Al = —gAt2uw (3.84)
Ay, = —gAt%w (3.85)
Al _ g LOu 10w o1\ ( 05 0a) 1 10
L o6 Yy On T ox dy T | Oo
o A (3.86)
Al = l@ vl@—i- o1 uazs U@zs +lw @
2 T 06 Y On T ox dy T | 0o
+%At20é11'l] (387)
57 g 0¢ Y, On i ox dy T | do
5
—|—EAtZO[11w (388)

Aplicando el cambio de variable a la ecuacion (3.78)
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I 1 &%t
27 92 + %2 2 2
xl 35 y; On

0 — 1 0z 2 0z 2 0zs 07z 1
[ (Ah (8—95) + Aj, (0—y) +Ai?a_xa_> + Aégp

Abertt 4 AL

o—1 0z 0z o2 tt 11 o%cytt
s Al s Al
< ) ( o i Ay ﬂ 302 " 2zy 35377
1 (o—1 L 0zg . Oz . d?cpt!
x ( ) <2AH Ox S+ Ay dy ) A137Txl 8{80
1 /(o—1 Dzs 0z 0%yt
- 2AL 4oAr L Al
[y ( - )( 25, T g, )+ 237ryl] 37730

1 80”“ 1 9"t o—1 0%z 82 0%z
1 et T 1 et T 1 Y =~s Y oes
0z

0% 0z 0z 2 0z5 0z
Al P 2 (%) gy i I e
oz T2y 117r<3x> * 227r<8y> AT, ay>

1 | 0z | 0z (17 et
<A13 oz g, oy ) T ‘r| o

= (3.89)

Al
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Aplicando los esquemas en diferencias finitas obtenidos en el capitulo anterior

n+1 n+1 n+1

Attt g L[ ik T 20050 + Criv1 i
0+1¢,5,k llxlz AgQ
n+1 n+1 n+1
AL L[ ey, =265+ 6k
tAp— A2
Y n
n+1 n+1 n+1
Y o Clijik—1 ~ (L4 M) el + ACli e
1 2
AO’,—: ()\k + )\z)
n+1 n+1 n+1 n+1
Al 11 [ Cutijvie = Cistgrik ~ Clittg—1k T Clisni-1k
12 AAEN
Ty §An
2 n+l1 2 n+l n+1 n+1
Y Al 1 k1 — MR jk1 — Clictih—1 T Clict k-1
2 + 2
20T (Ao + A2) A
2 n+1 2 n+1
(Ax = 1) Cri1jk — (A7 — 1)C1i+1,j,k
20T (Ao + A2) A
2 n+l1 2 n+l n+1 n+1
e ALk — MeClig— 11 — Cligatge—1 T Clij—1h-1
’ 200, (M + A2) A
2 n+1 2 n+1
(Ar— 1) Clij—1k — (A7 — 1)C1i,j+1,k
200, (M + A2) A
n+1 n+1 n+1 n+1
+A1l Clivtjk — Clim1,jk n All Clijrik — Clij—1k
"y 2A¢ 2y 2An

)‘zc?i—i—jl,kJrl - (Ai —1) C?z—i—]lk - C?:jl,kq
AO’,—: ()\k + )\i)
= b (3.90)

+M,
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donde
(2 () () )
Pyt (2—_1) (Aigaa AégaaS) (3.91)
M = %(“;1> <2A}1?;5 +A12%s> A}371r;l (3.92)
M- §;<0;1>(éA§% A;gs> Aglj (3.93)
Ml = (0;1> (A}I%Zj +A22?;2 +A123828 +Algis +A§aazs

2 625 825 2 azs aZs
g (%) - (@) + Ab;%a—y)

1 07 0z 1
2 (A}?, ey O )+A§; (3.94)
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Agrupando por nodos

1 1
Ml n+1 + M1 n+1
3 2AO’,—: (Ak T )\i) Anclz,]—l,k 1 2Aak ()\k + )\2) Ag Cyi 1,7,k—1
1 Ao_z_z ()\k + )\i) AO-;_ ()\k + )\]26) 11,,],]()—1
— M} 1 ! 1 i

— M3} +
29007 (M + A2) Ag litLikL T B NGE (N 1 A2) Agy LA
LI B
12 xlyl4A§A77 Cli—1,j—1,k

1 A — 1 1 1
1 1 k 1 n+1
[ra e ~ e i
_ 1 1 1 1 n+1
P yz ANEAR 1Lk
1 A — 1 1 1]
Al L A b n+l
T 2A§2 * 22AapkAg Uz 2AE | Clitak
_ 2 2 2 A —
— Al Al + 17‘_’_ 1 —Al n+.1
i 11 2A§2 22 2A 2 IAO_Z_Z)\IC 4A0']:r>\k 1Z,JJ€
11 A — 1 1 1
1 1 k 1 n+1
+ A11 2A§2 - ZW + 1$_l—2A§:| Cli—l—l,j,k
LI S
xl yl 4A§A77 lz 1,7+1,k
1 A —1 1 1
+ |4 — My ————— + Ay— | )
|: 22 ZA 2 32A0]:_)\kA77 Zyl 2A77 Clij+1,k
D111
lle U 4A§AT] 17,+1 NER W
1 )\k Cn+1 B Ml )\k n+1
32A0']:_ ()\k+1) AT] 1¢,j—1,k+1 2Ao_k ()\k;+1) Aé— Cri 1,7,k+1
P A
M M| !
1 AO’;Q ()\k + 1) 4A0-]:_ ()\k + 1) 1i,5,k+1
)\k n+1 1 )\k n+1

M. g
QAUk ()\k + 1) Af Clit1,5,k+1 + Mj QAU,:' ()\k + 1) Ancu,gﬂ,kﬂ

= (3.95)

+M,
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para el segundo miembro con el cambio de variable queda
b' = aicl+b L Ot +c L Ot o+ o1\’ b e 2+c 0\’
T2 8{2 “p 2 on® m "\ oz "\ oy

0z, 07 +di+ 0—1 f&zs % 0%cy
“Cox oy b2 72 ! 3y do?
11 9%
€1——
Yy O§0N

N o—1 bzﬁzs+ 102 fll Ot
T la:l oxr elxlﬁ x| 0EDo

+ o—1 c 28254_6 l% + ll 626?
m lyl dy lyl Ox o yi | Ondo
1 dcy .10

1——

+
x; 0§ Y On
N o—1 b3225+bg 0z, 2+ %jL 2 (02 2+ 0?2,
7r T oz "% oy ooy

2 0z 02, hy 0zs . 3,25) iZ (h 3,25 825> +]1_} 361

T s oy T e Ty 95y o

At?2 [ OF oF OF At?
- 5 |:UJ axl +v ayl +w azlj| - ( 5 1] — At) E1
At? [ OFy, OF1; OF1; At? O?FE, 0’F, 0’F,
— — K K—+K,——

6 {u oz T Jy v Bz] 2 [ * Ox? N Y Oy? * 2822]
TO(AH | K| A2, || K> At?) (3.96)

+hy—
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donde
At At?
a, = 1+ 7&11 - TOZ% (397)
2 At
b1 = gAtQUQ — AtQCYHKx + Tuut (398)
2 At?
cp = §At2 2_ AtQOéHKy + TU'Ut (399)
2 At?
d1 = §At2 2 _ AtZOéHKZ + Twwt (3100)
4 At?
e; = gAtQUU + o (uvy + upw) (3.101)
4 At?
fi = §At2uw + o (uwy 4+ wyw) (3.102)
4 At?
¢ = gAtQUw + e (vw; + vyw) (3.103)
b G—A—tQK i@QU_AtQ i32u_ AtZK
b 2 a2 g 2 Ty on? 2
Gz i + Gz ’ _|_A_Z€2K i @
ox oy 2 2| do?
1 (o—1\ 0z, 0°u 1 [o—1
—AP’K,— | —— 2 — APK,— [ ——
T ( T ) Ox 0£0o Ui ( dy Ondo
+At2 18u+At2 18u+ At? [0 —1 N
—U——— + —v—— ——— u
3 106 3y 0n 3 T oz
+At2 1 AtzK o—1 0%z, N 0%z, N
3 0w 2 T ox?  0y?
_|_g 02 ’ %+A_ﬁul%+A_ﬁvl%
m \ Oy Jo 6 x; O 6 y On
—l—A—tB o1 uazs—l—vazs +wl Ou
6 i ox dy m| do
—i—%AtQaHu — Atu (3.104)
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, At?. 1 0% A2 10%w A
7 — R — S —
! Y2 On? 2

2 V292 2
1] 0% 1 fo—-1
— | — —APK,— [ ——
+7r2} do? Y ( s )

CAPK 1 (0— 1) 0z, 0%v
"y m

dy Ondo 3 x0¢
0z

N At? (0—1 N 0z, +At2 1
3 i u&x U@y 3w7r

At? o—1 0?2,
_TKy< p )(83:

0z, 0%v
0z 0€do
At? 1 Ov

At?’ 1 aUt At?’ 1 aUt

6 =z 06 6 wydn
+A_t3 o1 uazs—i-vazs erl %
6 i ox dy m| do

5)
—i—EAtQaHv — Atv

AP 1 Pw AP 1 Pw AtQK
= 2 Cx?og? 2 Tyt on? 2
1] 0%w 1 (o—1)\ 0z O*w
— | =— - APK,— °
+7r2] do? x ( T > Ox 0&00
1 (o—1\ 0z, *w At? 10w
APPK,— T u——
+ U ( T > dy Ondo 3 uxl o0&

N At? (o -1 8zs+ 0z, +A_152 1
3 T u@x U@y 3 w7r
At? o—1 0%z, 0%z
— K
2 Z( T > (ze N

0y?
At?) 1 awt At?’ 1 awt
U— + v—
6 =z 06 6 y Oy

+A_t3 o—1 8zs+ 0z, N 1
6 T u&x U@y w7r

5
+EAt2a11w — Atw

+

O
do

|

+——u—— +

+3225+g 0z 2+g 02\ >
oy?  w \ Ox m \ Oy

+g 92 2+
T \ Ox

Y (%) (%))

A2 1 0v

v
3y 0n

(3.105)

() (%))

At? 1 0w

v
3y On

2(5))

(3.106)
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Con los esquemas en diferencias finitas

b= a4 51% (C?il,j,k —2c; 5t C?i+1,j,k)
] AE?
+cli (C?i,jl,k —2c; 5t C?z',jJrl,k)
vi Arp?

+ U_l2b %2+ %24_ 825% _|_di
T "\ oz “ dy “Cor dy L2

AN [0 0n A (L= A+ A
+<O’ : )(h 2 o z >] o Cligik—1 ( +2k) 1,],k2 KCTi k1
7T O dy Aci” (A + A2)

n n n n
e 11 <Cli+1,j+1,k —Cli1j+1k — Clivlj—1,k T Clil,jl,k)
=
Tr Y 4AEAD

(7= 1 b 20z Yo 1 0z by 11 ARtk — M1k
T "moor | xy Oy Yo 200 (A + A2) A

_C?iﬂ,j,kq + C?z'fl,j,kfl + ()‘i —1) C?z'q,j,k - ()‘i - I)C?z'ﬂ,j,k
2Aa/,;r (Ax + A2) A

N [(a — 1> (C 2 0z e 1523> +g il} (Azc?z‘,jﬂ,kﬂ — Aicli i Lk
T ! Y Oy ! y, Ox lyl T 200, (M + A2) A
—CTi k-1 T Clij—1h—1 T A —1) i1k — (A — l)c?i,jJrl,k
200 (A + 22) An

1 (Civ1je — i1k L (e — i1k
+hi— oJ> L) i — ST I
1 < 2A¢8 lyg 2An

(U — 1) (bl% b2 <3Z5)2 + 01% bl <%)2 +e 0%
v Ox? m \ Ox oy? m \ Oy 0xdy
+€12%% + h1% + 11%> + 1 <f1% + 91325> +J'1l]
m 0x Oy ox oy 2 x oy T
<)‘%C?i,j,k+1 — (N =D~ C?i,j,k—l) B At [u3E1 0F; 3E1}
Aot (Mg + A7)
_ <A7t2a11 - At) By, — A {uaE” 0T waE”}

6 ox oy 0z
At? 0?E, 0*E, 0?E,
— |K;— + K K,
2 [ O0x? Ty 0y? N 022 }

TO(AL, K| AP, K, AP) (3.107)
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3.4.1.2. Ecuacién Correspondiente al Segundo Contaminante (i = 2)

De la ecuacion (3.68), para : = 2 tenemos

At? - B At
{1 - ((U V)TV 47 (5 V)v) — AK VY — S
5 T B e
_EAt QiU v:| ( At
At 5 Lo e
— |:7Oé21 — 1 At o1V V:| ( L At 1>
o At o= AL .o
= —TNG+ (@ V)TV + T (7 V)V
At = A2, -
— 5 (KV%9) - Ves + =iV (4 Vj ) + K V2
At At At At
—71) VEQ — 70(211( V2 — 7&21E1 — 7&210&1161
At At At At
—70421%202 - ?OZZQKZ'VQ - 70é22E2 - 70422042101
At At? . =
5 043203 — TU -V Ey + Ey + agicf + agacy
At

—7K V (E2 + 042101 + 042262)

O(AF, [IKil| A%, [[K|* At)

(3.108)
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con a5 = 0 Multiplicando por At tenemos

D - At 5 >
—7042202 + EAtZOZQQ'U' ch”ﬂ - 70[2103+1 + EAtQOéQﬂT : VC?+1
A - - o = At
= ¢y +—(T-V)¥-Vey + —0- (0- V)Vl + 7042203
3 2 SR v N S o.n A_t2 2 n
+12At ot - Vey — Atv - Vi, 5 (KZV U) -V,
AP = - At? At?
+?U A4 (Ut . Vc’é‘) - TQQQKiV2Cg - Taécﬁ
At 5 - At?
—Taglc? + EAt2a2117' VC? - 70(21KZ'V2C?
At? At? At?

n n n v,
—Tamaucl — —— Q91 ¢y + Ata2101 - TU . VEQ

2
At? At? At?

—TOZQQEQ + AtEQ — T_" §E2t - TQZIEI
At? At? At?
—TszzEQ — TaglK,»VQC? — TOCQQKivzcg

+O(AL, K[| A2, (1K |1* At?) (3.109)

Sustituyendo las ecuaciones (3.71) a (3.76) en (3.109) y agrupando correctamen-

te

At il A, eyt A, o?cht!
(1‘7‘””) “ (7“ TAK ) T (3 A )

A2, oyt 2 OPchtt 2 d?cytt
— | = AtK, | —=2— — AP 2 CAPuw——2—
( 3 " * ) 022 g Jrdy 3 o202

2 n+l 2 n+1
gt (v oGy g+ yAtam) T
+ (u@ + v@ + w@ + EAtzamv) A
ox dy 0z 12 dy
+ (ua—w + va—w + wa—w + EA??O@U}) A
ox dy dz 12 0z
n+1 n+1 n+1
—%OQngH—I + %AtQOzgluacalx + %At%zglvagy + %AtQOlewacalz
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t2 2 At3 32 n
<1 + —022 a§2> cy + (—At2u2 — At apK, + 71&@) 9 022
x

At3 0”
At2 2_ AtQOKQQK + — > 62

2

3 oy?

2 5 ) At3 D%l
+ <§At — At OéQQK + — 6 WwWy 922

4 0?ch 4 At 0%c?
+ [3At2u1} + — (uvt + utv)} 82 [3At2uw + (uw; + utw)} 830822
+ 4At2w—|——vw + vw) g A au+v@+w%

3 e Bye: T3 \Mar Ty T Vas

5 0 U 2u 82

+ At2a22u — Atu — —Km <8 5 22)

6 or
0%v
+ At ooV — Aty — Ky < 3,22)
A o o
6 ox
At?

+ At oo — Atw — K, (
ox?

At3 ( Ouy aut 3ut)] acy [AtQ < ov ov 31})
+—(u—=—+v U—+v— +w—
Ut

At2 8w L ow L ow
3 \"or oy 0z

82w N 0%w
oy? 022
At3 ( ow, ow, 3wt>] ot [Atz

5 s Ty T o (”a“*“”)‘m”] o

3201 )
902 g2 T pitanug s

acy 5 Bc" At?
‘|‘ At2a211; ayl + EAtZO@l’U}a—ZI - (—a22 — At)
A 0FE, 0FE, 0FE, A3 [ OFEy 0FEy, OFE5,
5 [ + v +w } 5 {u B + v oy +w az]

0? 5 oct
—At 91 K Cl ‘1

Ry dy 0z
At? At? 0*Ey 0*Fy 0*E,
——ayn FE K, K K,——

o AT [ 0x? 5y 0y? * 822}

+O(AE, K[| A2, [IK||* At?) (3.110)
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gue escrito de una forma mas simplificada seria
N aZCn—l—l aZCn-H aQCn-H
AgCQ—H + A%1T52 + A§2T52 + A%?)T;
aQCn—I—l 82077,—}-1 aQCn-i-l
A2 2 2 2 2 2
s 0xdy A 0x0z + A Y0z
acn+1 aanrl acn+1
A2 2 A2 2 A2 2
+18x+28y+382
. ot ot ot
L
= b (3.111)
aplicando el cambio de variable tenemos que
At
At?
At?
A2, = — (Tzﬂ + AtKy> (3.114)
At?
A2, = — (7w2 + AtKZ> (3.115)
2
A%, = —§At2uv (3.116)
2
Az = —gAt%w (3.117)
2
Az, = —gAt%w (3.118)
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A3

Lo, 1o
06y on

U——Fz FU0—F +

5)
+ﬁAt20622U
1 ow n 1 ow
U—— +Vv———
x 06y On

5
+EAt20422w

' KU; 1) (“ax
()05
EiC

I

0z

07

. 07
dy

+ U@zs + lw
dy T

N 07 +l
Uay —w

-2

@
do

@
Jo

B_w
oo

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)
(3.123)
(3.124)

(3.125)
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aplicando el cambio de variable a la ecuacion (3.111), y ordenado a decuada-

mente

12 352 + 22yl2 32
oI\ (g (92 gz (9 g, 0205
T "\ ox 22\ 9y 292 oy
o—1 07 0z \ ] 0*cht!
+hs (7) (A{ﬁ 5t 57, )] 507
11 82 n+1

+AZ ——
12301 Y 35377

1 [o—1 0z 0z 9*cytt
_ 2A2 S A2 s A2

N Ll ( T > < W or 129y > * 137?@} 3530
1 (o—1 0z 0z §2ent!
— 942 9% L 42 955 ) Ly

+[yl< . >< 2, TG, >+ 237ryl} 37730

1 0cit! 1 9cntt o—1 0%z 0%z 0%z
A2 2 AQ 2 A2 s AQ Zs AQ s
Yo 0 *y On N [( T > < 192 2 5 2 T4 0xdy

507 5025 0z 0z 2 0z 0z
A2 Py 207 o 2 (0% ) 42,205 05
Ty TRy, TN (83:) N 227r<ay> ML 8y>

]' (AZ a <5 A2 a S> AZ :| acg—i—l B20n+1 —|—B2 1 ac?—i_l
7T

13 a 23 a 60_ 0~1 z aé—
1 Octt o—1 0z 0z ot
B2 1 82 S 82 S B2 1
Ry o +Kﬂ>< Tor T 8y>+ W} do

— (3.126)
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Con los esquemas en diferencias finitas,

n+1 n+1 n+1

Azt ooge L[ Gk T 23050 Coit1jik
0~24,5,k llxlz AgQ
n+1 o n+1 n+1
A2 L[ eiq g =265 0+ 6o g
229 2
Yi An
n+1 - n+1 n+1
e o C2ijik-1 (L4 Ak) e p + AeChi'j e
1 2
AO’,—: ()\k + )\z)
n+1 _n+l _n+l n+1
A2 L [ Coifijrie — St ik — Coiptj 1k T 211k
12—
LY 4AEAD
2 n+1 _ \2,.n+1 _n+l n+1
Y AkCoitt k1 — AMRC21 g1 — Coitt k1 T Coit k-1
2

2A0; (N + A2) A¢

(Ai — 1) Cgitll,j,k - (Ai - l)cgi-:ll,j,k

+
2Aa,j (Ax + A2) A
2 n+1 _ \2,.n+1 _n+l n+1
9 )‘kCQi,j+1,k+1 )‘kCZi,jfl,kJrl Coij1 -1 T Coij1 k-1
+ M.
3

200, (A, + A2) An

(Ai — 1) Cg:jlfl,k - (Ai - l)cg:jgrl,k

+
¥ 2
2A0, (A, + A2) Ap
n+1 n+1 n+1 n+1
—|—A1l Coirljk — C2im1,jk n Agl Coijtik — Coij—1k
Lz 2A& 2y, 2An
2 n+1 2 n+1 n+1
M2 )‘kCQi,j,kJrl - (A= 1) Coiik — C2igk—1
4 T 2
AO’k ()\k + )‘k)
+1 n+1 n+1 n+1
1 cn. L — . 1 [ — .
2 1 2 1i+1,5,k 1i—1,5,k 2 1i,5+1,k 1i,5—1,k
> T 2A& Uy 2An
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M2 )‘kclz‘,j,k+1 - (A= 1) Criik — Cligk—1
5

AO’,—: ()\k + )\z)
b (3.127)
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donde
2 2 2
2 (TN (g (95 ) a2 (%) 442 0% 0%
M= ( = > (A”<ax) +A22<ay) AR, 9y
o—1 0z 0z
a4 (50) (5 5 (3129)
1 /fo—-1 0z 0z 1 1
M2 = — 2A? Zs A? “s A2 3.129
2 7 ( T > < 118 + 12 a > + 71—.7/'[ ( )
1 fo—1 0z 0z 11
M2 = = 242 “s A? “s A2 3.130
3 n < T > < 22 a + 128 > + ﬂ—y[ ( )
o—1 0%z 2 3225 822'5 0z,
502 0z 0z 2 0z, 0z
A2EEE 4 A2 ) 44 S} 442 2l
HEr T <8x> N 227r<ay> AT, ay)
1 5 0z 5 0z 51
5 <A13 5 ARG ) + A5~ (3.131)

s [o—1 5 0% 502 21
M2 = ( - ><Bla + By )+B37r (3.132)
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Agrupando por nodos

1 1
M3 ntl + M? Al
3 2A0']:_ ()\k n )\z) AUCZZ,J—I,k 1 2A0'k ()\k + )\Q)Ag Coi1,j,k—1
2 2 B f 1 Cn'+.1
1 AO_I_J_Q ()\k + )\]26) AO';: ()\k _|_ )\%) 2Z,],]€—1
1 1
—M2 el _ M2 Al
¥ 9807 O + ) A Bkt~ MR Ty R i
2111
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1 A —1 11
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- AH 2A52 o 2A2+ lm+ 4A01j)\k_A ik
L1 Ay — 1 11
+ A2 —M27 + 2 = Cn»+1 .
11 2 Aé‘Q 2 2AO’;)\]€A§ lxl 2A§ 2i+1,5,k
) 1 1 L
2 yl 4A§A77 215+ 1k
b A —1 11
A2 — 2_ 7k - + 2~ n+1
, 1 T -
12301 U 4A5A77 Coit1,j+1,k
2 )\k Cn+1 B M2 )\k n+1
3 QAO—]—: ()\k + 1) AT] 24, —1,k+1 2 QAO_]-C}- ()\k + )Af 27, 1,5,k+1
2 A
M+ M} | it
A (1) A0 (g +1) | 2R
)\k )\k
+M; il + M2 it
2 QAO']:_ ()\k + ) Af 2z+1] k+1 3 QAO']:_ ()\k + 1) A77 24,7 +1,k+1
2 1 et 2 1 1 1 ,1 1 1
5A0'k ()\k: _|_)\2) ll,j,k 1 yl QAT] 11,] 1,k 137 2A§ Cri— 1,7,k

1 n+1 2 11 n+1

2A§ 17’+17]7 + y QAT] 117]‘1‘1]6

A — 1
2 2 n+1 2
{M5 Aof BO} i+ Bi

Ak
Ny — S—
5 AO’; ()\k + 1) 1e,j,k+1

= (3.133)



3.4 Construccion del Sistema de Ecuaciones
Lineales 127

Para el segundo miembro, con el cambio de variable tenemos

1%+C 1a%g+ o—1\" . (0% 2+C 0z \ 2
2 2\ o 2 y

b = aycy + by ——
22 lez 0&? y? on? T

075 074 +di+ o—1 fazs+ % %
2 2 0 928y do?

e ox Oy 2
11 9%y 1 fo—1 0z 0z 117 0%
el il Oy 5 el il
+€2xl Y, 060N Ll ( i > < ? O e 3y> J l‘lﬂ':| 000
N 1 (o—-1 9 0z N 0z N 11 0%ch
Uy T “ dy o 92 Yy, | Ondo

7

o—1 banerbg 02\ 2
T 2 D2 r\ ox

0z 02 0, 2+e£+e— — 4 hy—— +1
‘o O Y ’1 Oz oy > Oz 28y

Ty 0y 00
+% <f2 Zzs +92%zs> ”2%] %f + kbt — Aoy K, 1?%2;1
CAPay K, %20;1% + kks ?;CE 4 ks g;g’f

+hky 68;?; + %Aﬂamu%aa(f + %AtQazlviz—f

oct At?
+ (kk5 + l2) a—; — <70[22 — At) EQ

_At2 u@Eg n vaEg n waE2
2 ox oy 0z
At?’ aEQt 3E2t 6E2t
6 {u ox v dy T 3z}
At? At? 0*E, 0?E, 0*E,
_7a21E1 - 2 |:Kx 81‘2 +Ky ayQ +Kz—azz :|
(3.134)

+O(A | K || A2, ||K;||* At?)
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donde
At At?
oy = 1+ 7&22 - 7&%2 (3135)
2 At?
b2 = gAtZUZ — AtQOZQQKx + 7uut (3136)
2 At
Cy = gAtZ 2 _ AtZOZQQKy + YU'Ut (3137)
3
d2 = %AtZ 2_ AtQOéQQKZ + A%wwt (3138)
4 At
ey = gAtZuv + e (uvg + usw) (3.139)
4 At?
fo = gAtZuw + o (vwy + ugw) (3.140)
4 At?
gy = gAtZUw + e (vw; + vyw) (3.141)
A2 1020 A2 10%u A o—1\" [ [0z’
hy = —K,— — K,— — K,
? 2 z} 0€? 2 y? On? 2 [( T > (<6x)
0z 1 [o0—1)\ 0z, 0%u
> — — A’K, >
+< )) ]a xl<7r>6x8§80
2 A2 2
ark, Lt ( >3z5 Pu At 1au At 1@
T dy 87780 xl 35 3 yl an
—1

[”2 ((’ ("5
—w
3 7
AP (o1 s+g 02, 2+g 0z, )\ | du
6x2 m \ Or m \ Oy do
+At3 1 Ouy +At3018ut+A_t3 o—1 u&zs_i_v&zs
6 @ O Y On 6 Ox dy

3zs azs> At2 1
_|_

™

+w— ] il —|— At2a22u — Atu (3.142)
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2 Ya2oer 2 V2o Ox
925\ 2 1| 0% 1 (o—1 0%
u — | — — APK,—
+<3y>>+7r2 Do? xl< 7r )axagaa
1 [o—1\ 0z, 0*v At?2 1 0v At2 1 Ov
—AtQK . _—t ———
Yui ( T > dy Ondo + 3 uxl o0& + 3
N A_tz o—1 02 N 025 N A_tz 1
3 i u@x U@y 3 w7r
_A_t?K o—1 6225+a2zs+g Dz, 2+g 0z, \*\ | ov
2 Y T ox?  0y? w \Or m \ Oy do
_|_A_t3 la_v_FA_tBUE%_FA_tB o—1 uazs+vazs
x; 08 6 y On 6 T

ox dy
+w } gvt + 0 AtQOzQZU — Atv
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A2 1 0% At 12 A2 —1 2
) A 10 A2 19 ¢ [0 (825)

yl on

(3.143)
, A2 102w A2 10%w A o—1\? [ [0z\>
J2 = _TKZ?agz_ s Begap ~ K[( p ) ((ax)
N 3,25 _w_ 1 (fo-1 0z, 0*w
do? xl T Ox 000
0z, 0*w At2 10w At 10w
ATK. ( dy 87780 3 uxl o0& + 3 v

> Yy On
[AtQ (0—1)( 825 825) At? 1
+ + S ws
3 0w
2 (92" | ow
™\ Oy do

AL (o= (P P 2 (0 tL
2 T ox?  0Oy? w \Or
+At3ul8wt N At3vl ow, N A3 [(o—1 u@zs +U8zs
x; 0 6 y On 6 T ox oy
0 5
+w } il —|— At2a22w — Atw
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™

(3.144)
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At? At? At?

]{j]{jl = —Tagl — Taglau — 70121&22 + Atan (3145)
—1\? 02, \ 2 075\ 1
kky = —Af2 U K, (< K : K,—
o= v () (0 (52) e (5) ) o]
(3.146)
2 (o—1
ey = APy K, (“ ) %, (3.147)
T T ox
2 — 1Y 0z
kky = —AtayK,— (0 ) © (3.148)
Ui ™ dy
-1 0%z 2 [0z 0%z
= Ay (£ K, 2 1K, - (2= K,——
kks t0é21< . > [ T 2 + xﬂ(@:t) + Y 9y2
2 /02.\°
K === 3.149
i (ay)] 149

b o—1 07z 07z 1
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Con los esquemas en diferencias finitas, y E, = 0, 222 = 0, 222 =,y 222 — ),

' Oz ' dy 0z

tenemos finalmente

b2

n
= asC, + bg—
2 l’2

n n n n n n
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+
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+kk QC?i,j,k—l = (L4 ) S+ ArCi
2 2
Ao (A + A7)
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— ik e T Ol — O = Dk
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5 L (ip1k — Cic1jk 5 1 (e — Clij—1k
_Atz _ 7’+ 5] 1 5] _AtZ _ Z7]+ 9 1,] )
g atant ( NG et eury 277
+ (kks + 1) )‘zc?i,j,k—i—l - (Ai —1) C?i,j,k - C?i,j,k—l
T Aoy (Ar + A7)
_At3 u@Egt N U&EQt N waEQt B At?
6 ox oy 0z 2
At? [K 0*E, K OF, K 8E2] At?

g o2 2| 2 B
2 ? Ox2 + y8y2+ © 022 g G2

FO(AL|K || A%, K |? Ar2) (3.152)

+

a1 By

3.4.2. Ecuaciones Correspondientes a los Nodos del Contorno

En los nodos correspondientes al contorno del dominio €2 se cumple que
—7 - K1601 =vgc en Iy (3153)

7i €S un vector unitario en la direccién normal al la superficie del terreno en el

sentido saliente

(% 0z _1>
A= 9r_9y (3.154)

0z 2+ 07 2+1
ox dy
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desarrollando la ecuacion (3.153), tenemos

0z, Oc; 0zs_. Oc¢ oc; 02, \ 2 02, \ 2
Con el cambio de variable

Ouur (106, (710605

ox "\ O s do Ox

+%K 1%4_ o—1 %825

oy Y \y On T do 0y
180,‘

R e

0z 2 0z 2
Agrupando adecuadamente,
126 L 009 L 039 _ 02 2+ % 2+1 (3.157)
o€ an do s ey By '

donde

1
o1 = kL% (3.158)
r; Ox
1 0z,
c2 = K,—— 3.159
yyz dy ( )

~1 9z \ 92\ 1
cs = (2 K, (Z22) +K, (Z2) —K.= (3.160)

i ox oy i
Sustituyendo en la ecuacion (3.157) los esquemas en diferencias finitas de
las primeras derivadas de la especie contaminante i con respecto a las coor-

denadas conformes, tal como se muestran en las tablas (2.2 y 2.3), obtenemos

las ecuaciones correspondientes a cada nodo del dominio segun su numero de
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referencia.

3.4.2.1. Nodos de NUmero de Referencia 1

1 21 + 1
02— —Cl— -C3 o
Aer1+ 1

()\1~c+1)2
—C3 "
Aot ()‘k-i-l + 1) Cz’]’k+2

0z 2 0z 2

3.4.2.2. Nodos de NUmero de Referencia 2

(2 + )\k—l)
AO’,; (1 + )\k—l)

N4 A MCF. =0
Zajzk AO—];)\k—l (1 _|_ Ak—l) l:]ak72 AO—];A]C—I l:]akfl
(3.162)

3.4.2.3. Nodos de Numero de Referencia 3

ik =0 (3.163)
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3.4.2.4. Nodo de Numero de Referencia 4
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_Olmcﬂrlj,k + OQA—nCi,jJrl,k - Cchi,j+2,k

A+ 1, ()\k+1)2 n
Aot Chdktl Aot (Nprr + 1) Cijk+2

0z 2 07 2
- ey (2) (2 ) 160

_(Cl 3 3 201 + 1

+C'3 -C3

3.4.2.5. Nodo con NUmero de Referencia 5
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3.4.2.6. Nodo con Numero de Referencia 6

1 2
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1
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3.4.2.7. Nodo con NUmero de Referencia 7
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3.4.2.8. Nodos con Numero de Referencia 8
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3.4.2.9. Nodos con Numero de Referencia 9
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3.4.2.10. Nodos con NUmero de Referencia 10

3 Wy + 1
C2—— - C3 iy
* ( 2An Aot (Apsr + 1) Ci,jok
1 n )‘/H-l +1 n ()‘k+1)2 n
Clmcﬂrl,j,k + 03?%@“1 -3 Aot O +1) Ci,j k42
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3.4.2.11. Nodos con NUmero de Referencia 11

1 3 2)‘k+1 +1
_crt o (o1 s o3
2A77CW*1”C ( 2A¢ - Aot (Agg1 +1) fk
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3.5. Resolucidon del Sistema de Ecuaciones

De forma similar al modelo de ajuste da campos de vientos, obtenemos un
sistema de ecuaciones para la dispersion de contaminantes en la atmaodsfera de
orden 2n el cual es no simétrico y lo resolvemos por el algoritmo Bi-CGSTAB,
utilizando el precondicionador diagonal, dichas matrices son de tipo sparse y

se trabajan de forma compacta, ensamblandolas adecuadamente.



Capitulo 4

Experimentos Numéricos

En este capitulo se presentan una serie de simulaciones, realizadas a fin
de validar los modelos desarrollados anteriormente. Dentro de las utilidades
del trabajo, estan la obtencion de datos de campos de viento, a partir de me-
didas realizadas en estaciones meteorologicas. En base al modelo anterior, el
modelo de contaminacion permite preveer la dispersion de contaminantes en

la atmésfera a partir de datos de focos de emision.

4.1. Aspectos Generales

La zona de estudio esté localizada en una de las islas occidentales del archi-
pielago canario. Se trata de la isla de La Palma (ver figura 4.1) y mas concreta-
mente la zona sur de ésta.

Consideramos un dominio (£2) de 31200m x 31200m x 4000m y contamos
con los datos reales de la topografia del terreno limitada por este dominio (ver
figura 4.2). El punto mas alto esta a 2150m sobre el nivel del mar.

Las medidas del viento fueron tomadas en cuatro estaciones meteorologi-

cas, tres estan ubicadas en la zona de Manchas Blancas; los datos fueron pro-
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Figura 4.1: Islas Canarias

porcionados por el Instituto Tecnoldgico de Canarias (ITC). Estas tres estacio-
nes las denotaremos por, MBI, MBIl y MBIII. La cuarta estacion, que denota-
remos por LPA, esta ubicada en el aeropuerto de La Palma; estos datos fueron
proporcionados por el Centro Meteoroldgico Territorial de Canarias Occidental

(ver figura4.3).

El periodo a estudiar esta comprendido entre el 26 de enero del afio 1995
hasta el 17 de Marzo del mismo afo. Las medidas fueron tomadas cada media
hora, excepto las proporcionadas por MBIII que estaban cada 20 minutos, por

lo que debimos hacer una interpolacion de dichas medidas.
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La Palma

Figura 4.2: Isolineas dela Topografia, (en m).

4.2. Calculo de Campos de Viento

El realizar la transformacion a coordenadas conformes al terreno en el do-
minio considerado 2 nos permite construir un dominio tridimensional cubico
unitario (€2'), donde el terreno esta definido en el plano horizontal. El espa-
ciado vertical variable elegido esta definido en la ecuacion (2.116), el cual nos
permite utilizar esquemas de segundo orden y una mayor discretizacion en las
cercanias del terreno como se observa en la figura (4.4). Para cada una de las
estaciones de medida (MBI, MBII, MBIl y LPA) se muestran en la figura (4.5)
las correspondientes rosas de los vientos durante el periodo de estudio. La di-
reccion esté dada en grados norte en el sentido horario, las velocidades estan

dadas en m/s, siendo la latitud de ¢ = 28°36' Norte.
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LA PALMA

M pami
"

i HllT

Figura 4.3: Localizacion de las estaciones de medida

Figura 4.4: Malla de cubo unitario (51 x 51 x 14 nodos)
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Figura 4.5: Rosas de los vientos de las estaciones de medida
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Teniendo en cuenta la informacion obtenida de las rosas de los vientos he-
mos seleccionado tres casos de estudio, que se detallaran seguidamente. La
velocidad del viento y la direccion seleccionada para cada caso se muestran en
la tabla (4.1).

Otros valores utilizados son:

- El parametro de peso ¢ = 0,5 utilizado en la interpolacion horizontal

(2.65).

-La longitud de rugosidad z, = 0,25m (que en estazona de La Palma se

corresponde a una superficie cubierta de arboles, ver figura 2.4).

- La constante v = 0,3 que depende de la estabilidad atmosférica (ver

ecuacion 2.55).

- Los modulos de presicion de Gauss oy Y a son g y % respectivamente.
Por tanto los tensores diagonales de trasmision son 7;, = 1y T,, = 2 (ver

ecuacion 2.9).

4.21. Casol

Este caso corresponde a condiciones cercanas a la moda, tanto de la direc-
cion del viento como de su velocidad, durante todo el periodo de medida.
Aunque estos valores se alcanzan generalmente para diferentes momentos en
cada estacion, como mejor aproximacion se seleccionaron los datos correspon-
dientes al 28 de enero, entre las 5.00 y 6.00 a.m. El viento geostrofico se aproxi-
mo por la ley de Lotta, tomandose, en forma vectorial 7, = (—38,85, 3,40, 0,00)
en m/s. La clase de estabilidad de Pasquill considerada fue tipo D (neutra).
En la figura (4.6) se muestran la magnitud de la velocidad de viento en cuatro

capas diferentes sobre el terreno.
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(a) Altitud 204 m

122 G

AN

(c) Altitud 646 m (d) Altitud 885 m

Figura 4.6: Caso I, isolineas de la velocidad del viento (en m/s) en las cuatro capas mas
bajas.
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MBI MBII MBIII LPA

X 227270,00 | 227155,00 | 227564,00 | 231715,00

Coordenadas | Y 3161499,00 | 3161564,00 | 3161443,00 | 3168209,00
A 460,00 475,00 390,00 40,00

Casol Velocidad 12,87 13,10 8,80 11,11
Direccion 29,00 105,50 3,90 23,00

Casoll Velocidad 16,05 20,60 17,10 33,89
Direccion 22,00 42,90 4,90 40,00

Casolll Velocidad 2,41 2,60 0,20 4,72
Direccion 348,00 167,30 250,33 51,00

Tabla 4.1: Localizacion de las estaciones de medida, direccion y velocidad de las esta-
ciones

4.2.2. Casoll

Este caso representa las medidas maximas de la velocidad del viento. Las
medidas estudiadas fueron tomadas en el mismo periodo de tiempo: las ulti-
mas horas del 21 de febrero y las primeras del dia siguiente. El viento geos-
trofico fué v, = (—49,43,24,11,0,00) m/s y la clase de estabilidad de Pasquill
también tipo D. La figura (4.7) representa la magnitud de la velocidad de viento

en las mismas capas del caso I.

4.2.3. Caso lll

Aqui hemos considerado un caso en que la clase de estabilidad de Pasquill
fuera tipo C (ligeramente inestable), condicion que se cumplia el 10 de febrero,

a las 0:00 a.m, cuando la suma de los vectores velocidad de cada estacién era
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(c) Altitud 646 m (d) Altitud 885 m

Figura 4.7: Caso Il, Isolineas de la velocidad del viento (en m/s), en las cuatro capas
mas bajas
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minima. El viento geostrdfico fue 7, = (—7,25,3,38,0,00) m/s y nuevamente

mostramos la magnitud de la velocidad en la figura (4.8).

4.2.4. Discusion

Los resultados mostrados en las figuras (4.6a), (4.7a) y (4.8a) pueden ser
comentadas desde varios puntos de vista. En primer lugar podemos observar
como las isolineas de modulos de velocidades estan directamente relacionados
con el mapa topografico. En esta region el viento sopla a menudo en direccion
N E, mas concretamente del Noreste hacia el sur, direccidon en la cual crecen
las fuerzas de los vientos, tal como muestran los mapas de velocidades. De este
hecho se concluye que el area sureste es la mejor para la localizacion de parques
edlicos. Sin embargo, la decision final depende de otros parametros, no sélo de

tipo econdmico sino incluso de caracter ecolégico.

En los experimentos numéricos la fecha correspondiente al viento geostro-
fico debe ser cuidadosamente comprobada puesto que el modelo se altera bas-
tante por estas variaciones. En general tendremos que comparar el valor obte-
nido por la ley de Lotta con los datos experimentales. Aunque el modelo mues-
tra unos comportamientos interesantes en estos experimentos numericos, éstos
resultados deben ser estudiados bajo otras condiciones de estabilidad, condi-
ciones que no hemos podido testar al no estar presentes en ninguna zona de las

Islas Canarias.

En vista del significado de la rosa de los vientos en Manchas Blancas I, pa-
ra los casos I, Il y 111, estudiamos cuando el modelo optimizado en base a las

otras tres estaciones puede predecir la velocidad del viento en ésta. En el caso
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(c) Altitud 646 m (d) Altitud 885 m

Figura 4.8: Caso Ill, Isolineas de la velocidad del viento (en m/s), en las cuatro capas
mas bajas
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I, el error de la prediccion de la velocidad en MBII fue del 6 %. En el caso I,
fue del 12% y en el caso lll, del 37 %. Claramente en el caso Ill, los resultados
cambian completamente si no usamos las medidas de la estacion MBII. En los
otros casos, la variacion no es tan acentuada. De hecho, la situacion del caso I11
es extremadamente dificil debido a que fue seleccionada de tal manera que la
suma de los vectores de la velocidad de cada estacion es minima. Por tanto si
realizamos una pequefia variacion, la relacion podria ser diferente.

Es decir, si las medidas para MBIl no son tomadas en cuenta, los resultados
corresponderian a otra situacion muy diferente del caso Ill definido antes.

En los otros casos, las medidas de las velocidades y las direcciones de los vien-

tos en MBIl estdn més préximas a las de las estaciones mas cercanas (MBI).

Por otro lado, utilizamos el mismo experimento con diferentes modulos de
precision de Gauss. Como la funcion definida en (2.3) debe ser minimizada, el
uso de la variacion relativa de los médulos en lugar de «; y a3 no produce dife-
rencias excepto algun efecto numérico. Por tanto, hemos cambiado el valor de
as Y mantenido el de a;. Hemos considerado dos nuevas situaciones: oy << aq
(I, =1y T, =10"Yya; >> ay (I}, = 1y T, = 10%), es decir un ajuste vertical
y horizontal puros, respectivamente.

En el caso I, el mejor resultado fue obtenido para7;, = 1y 7, = 2 (la eleccion
inicial). Por tanto, la media de error de la velocidad de los vientos en las pro-
ximidades de MBII fué del 6 %, como se indicé anteriormente. Por el contrario,
en los casos Il y Ill, el mejor resultado fue obtenido para el ajuste vertical. En

este caso, el error para MBII fué del 10 % y 32 %, respectivamente.

El nivel de discretizacion de la malla afecta a la precisién del modelo, que
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viene dado por el orden de consistencia de los esquemas en diferencias finitas.
Si reducimos el espaciado vertical o el horizontal, el error puede ser estimado a
priori por las correspondientes cotas de los esquemas. Evidentemente, a mayor
numero de nodos, mayor precision. Por tanto, el usuario debe seleccionar la

precision segun los recursos computacionales disponibles.

La funcién usada para la interpolacion de la topografia influye en general
en el resultado del modelo. Sin embargo, en nuestro modelo la funcién Z;(x, y)
practicamente no afect6 a los resultados, ya que la malla correspondiente a los
datos topograficos y relativa a Z(z, y) se ha definido mas fina que la correspon-
diente a los esquemas en diferencias finitas. En otras palabras, los datos de la
topografia son casi exactos para una malla razonable (en nuestro experimento,

51 x 51 x 14, nodos).

4.3. Calculo de dispersiéon de contaminantes

El campo de velocidades del viento que se obtuvo anteriormente nos va a
permitir el estudio de como se dispersan los contaminantes en la atmaésfera. De
forma similar al modelo de ajuste de campos de viento, obtenemos un sistema
de ecuaciones para el modelo de dispersién de contaminantes, de orden 2n,
que hemos resuelto con una tolerancia e = 101,

Otros valores utilizados son:

- El tensor diagonal de difusividad (3.1)
I(SOQm (le) = KSOQy (Kyl) = KH2SO4z (sz) = KHQSO4y(Ky2) — 50m2/3
Kso,.(K,1) = Kg,s0,.(K,2) = 25m?/s.

- Las constantes cinéticas «;, (3.24) son
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11 = —0,00128_1
Qg = 0,00128_1

19 = (92 = 0,0871

- Velocidad de deposicion seca
Vd502 = 0,0044771/8
VdH2504 = 0,0026m/5

- Velocidad de deposicion himeda
Vd502 = 0,28m/5
VdH2504 = 0,14m/s

Hermos seleccionado tres casos para analizar.

43.1. Casol

En este caso hemos tomado como contaminacion inicial, el modelo de plu-

ma Gaussiano, la emision FE = 0y la velocidad de emision es nula.

1 1 T — Xy 2 Y — Yo 2 Z— 2 2
ccC =FEF)0———— ——
(.9, 2) 0(27r)3/20m0y0z exp{ 2 [( Oy > + ( oy + o,

donde la emision inicial EE0 = 5Kg/s, 0, = 0, = 500y 0, = 50, (20, Yo, 20) SON

las coordenadas de la ubicacion de la chimenea.

4.3.2. Casoll

En este caso el contaminante inicial es igual a cero y la emision igual a la

pluma de Gauss.
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4.3.3. Caso lll

En este caso es considerada la emision desde una fuente puntual EE =5y

la contaminacién inicial es igual a cero.
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Conclusiones

Se presenta en este trabajo un modelo de masa consistente para la obtencion
de campos de viento en dominios tridimensionales. La utilizacion de coorde-
nadas conformes al terreno permite una construccion sencilla de la malla co-
rrespondiente al dominio correspondiente al problema planteado, ya que éste

se ha reducido a un cubo unitario.

Si bien el espaciado vertical variable conduce en general a esquemas de or-
den menor que dos, la eleccién adecuada del mismo puede evitar este incon-
veniente. Aunque el sistema de ecuaciones resultante es no simétrico, se han
obtenido resultados satisfactorios con la utilizacion del Bi-CGSTAB precondi-
cionado con ILU(0).

La utilidad de éste modelo de diagnéstico para el ajuste de campos de vien-
to se ha mostrado con un experimento real en la isla de La Palma. EI modelo
permite la generacion de mapas de viento con medidas obtenidas a partir de
pocas estaciones. Evidentemente, cuanto mayor sea el numero de estaciones
mas precisos seran los resultados. Esta informacion es muy importante para lo-
calizar las areas y épocas de mayor potencial de viento, con el objetivo de situar
un parque eolico. Actualmente existe un pequefio parque eélico en la zona de
Manchas Blancas.

Este trabajo de investigacion debe ampliarse ain mas para el ajuste del mo-
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delo mediante la seleccidon adecuada de constantes como los modulos de preci-
sion de Gauss, ¢, . Por el momento, hemos obtenido algunos resultados preli-

minares de estos parametros usando algoritmos genéticos.

También se ha desarrollado un modelo de transporte de contaminantes en
la atmdsfera que aproxima la evolucion de la concentracion de dos familias de
contaminantes en nuestro caso NO,, HNOzy SO,, H3S0,.

La formulacion propuesta para el problema de conveccién-difusion-reaccién
planteado por este modelo proporciona interesantes propiedades de consisten-

ciay estabilidad.

Este modelo prondstico puede simular todo un episodio real de conmtami-

nacién para las especies consideradas.

Lineas Futuras
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Glosario

Acimut: Angulo que con el meridiano forma un circulo vertical que pasa por

un punto de la esfera celeste o del globo terraqueo.
Adiabatico: El recinto entre cuyo interior y exterior no es posible el intercam-
bio térmico. Dicese de la transformacién termodindmica que un sistema expe-

rimenta sin que haya intercambio de calor con otrs sistemas.

Adveccion: Transferencia de calor debida al movimiento horizontal de un flujo

tal como el aire o el agua.

Aerosol: Dispersion coloidal en un medio gaseoso de un liquido o un solido,

en particulas de escala casi molecular.
Antropogeénicas:

Barlovento:

Calentamiento global: Véase efecto invernadero

Coloide: Vocablo con que se designa la dispersion de una sustancia que se pre-
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senta en forma de particulas cuyo diametro oscila entre una milimicra y una
micra, sean o no moleculares. Entre sus propiedades esta la de no difundir a
través de las membranas de pergamino y la de presentar el efecto de Tyndall.
Puede presentarse en estado liquido, solido gelatinoso segun la concentracion

y la temperatura.

Conduccion: Proceso mediante el cual el calor se transfiere a través de la mate-

ria sin que se produzca la transferencia de la materia misma.

Conveccion: Transferencia de calor producida por el movimiento masivo de

un fluido tal como el aire o el agua.

Derenaje: Operacion que consiste en facilitar el paso de agua en un terreno

himedo.

Drenaje Térmico:

Difusion:

Efecto Invernadero: Capacidad de la atmosfera (nubes, vapor de agua y en un
menor grado, gases atmosféricos tales como diéxido de carbono) para absorver
la radiacion de onda mas larga emitida por la tierra. El efecto invernadero es
un fendmeno que ocurre de manera natural y permite que la superficie terrestre
se caliente mas que lo que se calentaria en ausencia de la atmosfera. Algunos
cientificos creen que las crecientes emisiones de dioxido de carbono y meta-

no provocadas por el hombre durante la combustion de combustibles fésiles
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incrementaran la magnitud del efecto invernadero, lo cual aumentara la tem-

peratura en la atmaosfera. Este fendmeno se conoce como calentamiento global.
Estratosfera: La segunda capa mas baja de la atmosfera, que se inicia a una al-
titud de aproximadamente 12 K'm y termina a una altitud de aproximadamente
50K m. En la estratosfera se encuentra la capa de ozono, que protege a la tierra
de la radiacion ultravioleta del sol.

Fotoquimico:

Frente: Limite entre dos masas de aire con diferentes caracteristicas de hume-

dad y temperatura.

Gradiente Vertical: Gradiente en el cual la temperatura del aire cambia con
la altura. El verdadero gradiente vertical de la atmosfera es aproximadamente
—6a—7C/Km

Inmision:

Inversion de la Temperatura: Condicion atmosférica en que la temperatura

se incrementa con la altitud.

Isobaras: Lineas que conectan puntos de igual presion.

Isotropia: Cantidad de isotropo
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Is6tropo: Dicese de un cuerpo cuando tiene las mismas propiedades en todas

las direcciones.

Masa de Aire: Volumen de aire relativamente homogéneo con respecto a la
temperatura y a la humedad, que adquiere las caracteristicas de la region don-

de se formay viaja.

Modelo Fisico: Modelo que requiere el uso de un tinel de viento u otra ins-
talacion de modelos de fluidos. EI modelo fisico puede ser util para estudiar
situaciones complejas de flujo tales como condiciones de esificios, terreno o flu-

jo descendente de la chimenea.

Orografia:

Porcidon de Aire: Cuerpo de aire relativamente bien definido que no se mez-

cla facilmente con el aire circundante.

Precipitacion: Agua procedente de la atmodsfera que en forma sélida o liqui-

da se deposita sobre la superficie de la tierra.

Precipitacion Himeda: Remocion de contaminantes particulados del aire me-

diante precipitacion.

Precipitacion Seca: Remocion de contaminanctes particulados del aire a tra-

vés de la sedimentacion gravitacional.
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Sedimentaciéon: Asentamiento en el fondo de un recipiente de particulas s6-

lidas que se hallan en el seno de un liquido.

Sedimentacion Gravitacional:

Stiffnes:

Sotavento:

Teoria K:

Topografia: Caracteristicas fisicas de la superficie terrestre tales como, terre-

no plano o presencia de montafas y valles. La topografia influye en la manera

como la tierra y su aire circundante se calientan, asi como en la manera en que

fluye el aire.






