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RESUMEN

En la simulaciéon con el método de elementos finitos de procesos que tienen lu-
gar en un dominio tridimensional definido sobre un terreno de orografia irregular
es fundamental disponer de un mallador que se adapte a las caracteristicas to-
pograficas. El objetivo de este trabajo es desarrollar un cédigo capaz de generar
automaticamente una malla de tetraedros a partir de una distribucién ”éptima”
de nodos en el dominio de estudio. Esta region estd limitada en su parte inferior
por el terreno y en su parte superior por un plano horizontal situado a una altura
en la que las magnitudes objeto del estudio puedan ser consideradas estables. Las
paredes laterales estan formadas por cuatro planos verticales, paralelos dos a dos.
Las ideas bésicas para la construccién de la malla inicial combinan, por un lado, la
utilizacién de un algoritmo de refinamiento y desrefinamiento para dominios bidi-
mensionales y, por otro lado, un algoritmo de generacién de mallas de tetraedros
basado en la triangulacién de Delaunay. Ademdis se propone un procedimiento
para optimizar la malla resultante. Por otra parte, se analiza una funcién para
definir el espaciado vertical de los nodos distribuidos en el dominio y se propo-



nen diferentes estrategias para su adecuada generacién. Finalmente, para mostrar
la eficiencia de estas técnicas, se aplican estas estrategias para construir mallas
adaptadas en una zona del sur de la Isla de La Palma.

SUMMARY

In the FEM simulation of processes that occur in a three-dimensional domain
defined over an irregular terrain, a mesh generator capable of adapting itself to
the topographic characteristics is essential. The present study develops a code for
generating a tetrahedral mesh from an ”optimal” node distribution in the domain.
This last one is limited in its lower part by the terrain and in its upper part
by a horizontal plane placed at a height at which the magnitudes under study
may be considered steady. The lateral walls are formed by four vertical planes.
The main ideas for the construction of the initial mesh combine the use of a
refinement /derefinement algorithm for two-dimensional domains and a tetrahedral
mesh generator algorithm based on Delaunay triangulation. Moreover, we propose
a procedure to optimize the resulting mesh. A function to define the vertical
distance between nodes distributed in the domain is also analysed and several
strategies for the appropriate generation of the corresponding set of points are
proposed. Finally, these techniques are applied to the construction of meshes
adapted to the topography of the southern section of La Palma (Canary Islands).

INTRODUCCION

El problema que se pretende resolver posee cierta dificultad debido a la irre-
gularidad de la superficie del terreno. Nos planteamos crear una malla de
tetraedros que respete la topografia con una precision determinada. Para
ello, se dispone tunicamente de la informacion digitalizada del terreno. Por
otra parte, deseamos que la malla esté adaptada, es decir, que exista una
densidad de nodos mayor donde sea necesario para definir las caracteristicas
geométricas de nuestro dominio a partir de una interpolacién lineal a tro-
zos. La malla generada podra utilizarse como malla base para la simulacién
numérica de procesos naturales en el dominio; por ejemplo, ajuste de campos
de viento [15] y [11], propagacién de fuego [10], contaminacién atmosférica,
etc. Estos fendmenos tienen su mayor efecto en las zonas préximas al ter-
reno, de ahi que también sea deseable que la densidad de nodos aumente
al acercarnos a éste. Sobre esta malla base, adaptada a las caracteristicas
geométricas del dominio, se podran aplicar posteriormente algoritmos de refi-
namiento y desrefinamiento de tetraedros para mejorar la solucién numérica
del problema [9] y [8]. Estos algoritmos tendrdn un especial interés en los
problemas evolutivos.



Es bien conocido que para construir una triangulacién de Delaunay es
necesario definir una nube de puntos en el dominio y su frontera. Estos no-
dos seran precisamente los vértices de los tetraedros que conforman la malla.
La generacion de puntos en nuestro dominio se realizara sobre diferentes ca-
pas, reales o ficticias, definidas desde el terreno hasta la frontera superior del
dominio. En concreto, se construye una triangulacién con una distribucién
uniforme de puntos en el plano superior del dominio. Esta malla bidimen-
sional puede ser obtenida a partir de la realizacién de un cierto nimero de
refinamientos globales sobre una malla simple o, por ejemplo, puede también
construirse realizando una triangulaciéon de Delaunay sobre la distribucion
uniforme de puntos establecida. Consideraremos la malla obtenida como el
nivel mas bajo de la secuencia que define la distribucién de los puntos en
el resto de las capas. Sobre esta malla regular aplicamos a continuacién el
algoritmo de refinamiento y desrefinamiento, [3] y [13], para definir la dis-
tribucién de los nodos de la capa correspondiente a la superficie del terreno.
Para ello, en primer lugar se construye una funcién que interpola las cotas
obtenidas a partir de una digitalizacion de la topografia de la zona rectan-
gular estudiada. En segundo lugar, realizamos una serie de refinamientos
globales sobre la malla uniforme hasta conseguir una malla regular capaz de
captar la variacién topografica del terreno. El maximo grado de discretizacion
viene definido por el nivel de detalle de la digitalizacién. Posteriormente, se
realizard un desrefinamiento sobre estos ultimos niveles de malla utilizando
como parametro de desrefinamiento el maximo error de cotas permitido entre
la superficie real del terreno y la superficie definida mediante la interpolacion
a trozos obtenida con la malla resultante. Los fundamentos de este proceso
se resumen en la segunda seccion del trabajo.

Una vez que se ha definido la distribucién de nodos sobre el terreno y sobre
el plano superior del dominio, comenzamos a distribuir los nodos situados
entre ambas capas. Esta distribucion se puede realizar mediante diferentes
estrategias, en las que interviene una funciéon de espaciado vertical que se
analiza en la tercera seccion. La caracteristica fundamental de esta funciéon
es que el grado de discretizacién obtenido sobre la vertical debe disminuir
con la altura, o a lo sumo mantenerse constante.

Esta distribucién de puntos en el dominio serd utilizada por nuestro ma-
llador tridimensional basado en la triangulacién de Delaunay. Para evitar
posibles problemas de conformidad con la superficie del terreno, se propone
construir la malla de tetraedros con la ayuda de un paralelepipedo auxiliar.
Sobre su cara inferior se situan todos los nodos distribuidos sobre el terreno,
proyectados sobre un plano horizontal situado a la altura definida por la cota
minima de la regién de estudio, y sobre su cara superior se situan los puntos
distribuidos en el plano superior del dominio a su altura real. Esto conlleva



una transformacion de coordenadas, atendiendo a la funcién de espaciado so-
bre cada vertical, para situar el resto de puntos en el paralelepipedo auxiliar.
Estos detalles nos aseguraran que la distancia maxima entre dos puntos con-
secutivos sobre la misma vertical del dominio real sera siempre igual o inferior
que la correspondiente distancia establecida en el paralelepipedo auxiliar.

Dedicamos la cuarta seccién a la definicién de la nube de puntos en el
dominio real, asi como su transformacién al paralelepipedo auxiliar en el que
se construye la malla mediante una versiéon del método de triangulacién de
Delaunay [2]. La calidad de la malla final, obtenida mendiante la trans-
formacion inversa al dominio real, depende de la distribucién de los puntos
definida en ambos dominios, ya que respetaremos la topologia de la malla
obtenida en la triangulacion del paralelepipedo auxiliar. Proponemos cuatro
estrategias diferentes para determinar el nimero de puntos generados sobre
la vertical de cada nodo de la malla bidimensional adaptada a la superfi-
cie del terreno, y analizamos las caracteristicas fundamentales de cada una
de ellas. Las dos primeras estrategias generan puntos sobre capas definidas
entre el terreno y la frontera superior del dominio. En estos dos casos, el
nimero de capas reales que se desea crear serd introducido como dato. En
cambio, el grado de concentracién de las capas hacia el terreno serd impuesto
en la primera estrategia, pero sera obtenido automéaticamente en la segunda
en funcién del tamano de los elementos existentes en la malla bidimensional
adaptada a la superficie del terreno. En las dos tltimas estrategias las ca-
pas generadas serdn virtuales, es decir, no se define un nimero concreto de
superficies interiores al dominio sobre las que se situan los puntos. Por ello,
diremos que en estas dos ultimas estrategias el nimero de capas es variable,
y serd calculado automaticamente en funcion de los tamanos de los elementos
existentes en la malla bidimensional que define el terreno, o, también, en la
correspondiente a la frontera superior del dominio. En concreto, la tercera
estrategia concentrara los puntos hacia el terreno en funcién del tamano de
los elementos definidos sobre el éste. En cambio, la tltima estrategia deter-
mina automaticamente, para cada nodo del terreno, una funcién de espaciado
vertical con el objeto de respetar las distancias desde el primer punto gen-
erado hasta el terreno, y desde el tdltimo punto generado hasta la frontera
superior, en funcién de los tamafios de los elementos existentes sobre ambas
superficies.

Una vez que se ha construido la triangulacién de Delaunay de la nube de
puntos en el paralelepipedo, procedemos a situar los puntos en sus posiciones
reales manteniendo la topologia de la malla. Hay que tener en cuenta que
este proceso de compresion de la malla puede dar lugar a cruces de tedraedros
que habrd que deshacer posteriormente. Asimismo, serda aconsejable aplicar
una etapa de suavizado para mejorar la calidad de los elementos de la malla



resultante. Los detalles sobre el proceso de triangulacién se presentan en
la quinta seccion del trabajo; los relativos al proceso de optimizacion de la
malla se resumen en la sexta seccidn.

En la séptima secciéon presentamos las mallas generadas mediante las
diferentes estrategias para un problema con topografia real y se resaltan sus
ventajas e inconvenientes. Finalmente, se establecen conclusiones y lineas
futuras.

DISCRETIZACION ADAPTADA A LA
SUPERFICIE DEL TERRENO

El proceso de generacion de la malla tridimensional comienza con la deter-
minacion de los nodos situados sobre la superficie del terreno. Su distribu-
cién debe estar adaptada a las caracteristicas orograficas con la finalidad de
minimizar el nimero total de nodos necesario. El procedimiento construye
inicialmente una secuencia de mallas encajadas T = {1 < 7, < ... < 7,} a
partir de una triangulacién regular 7; de la zona rectangular de estudio, tal
que el nivel 7; se obtiene mediante un refinamiento global del nivel anterior
7,1 aplicando el algoritmo 4-T de Rivara [14]; todos los tridngulos del nivel
7j—1 se dividen en cuatro subtriangulos mediante la introduccién de un nuevo
nodo en los centros de sus lados y uniendo el nodo introducido en el lado
mayor con el vértice opuesto y los otros dos nuevos nodos. Por tanto, en el
nivel de malla 7; aparecen nuevos nodos, lados y elementos que reciben el
nombre de propios del nivel j. El nimero de niveles m de la secuencia esta
determinado por el grado de discretizacién de la digitalizacion del terreno, es
decir, el didAmetro de la triangulacién 7,,, debe ser del orden del paso espacial
de la digitalizacion. De esta forma aseguramos que esta malla regular es
capaz de captar toda la informacién orografica mediante una interpolacion
de las cotas reales en los nodos de la malla. Finalmente, definimos una nue-
va secuencia T/ = {n < 7, < ... < 7/, },m' < m, aplicando el algoritmo de
desrefinamiento, [3] y [13]. En este paso se introduce como dato el pardmetro
de desrefinamiento ¢ que determina la precision con que se desea aproximar
la topografia del terreno. La diferencia en valor absoluto de las cotas re-
sultantes en cualquier punto de la malla 7, y su correspondiente cota real
serd menor que €. Asimismo, el algoritmo de desrefinamiento utiliza toda la
informacién de la genealogia de elementos y lados definida en la secuencia.
A continuacién resumimos el algoritmo de desrefinamiento:

ENTRADA: Secuencia T = {m < 75 < ... < T, }.

Bucle en niveles de T'; Para j = m hasta 2, hace:

1. Para cada nodo propio de 7; se evalia la condicién de desrefinamiento



y se marcan nodos y lados que podrian ser eliminados mediante los vectores
de desrefinamiento.

2. Se asegura la conformidad del nuevo nivel de malla j minimizando la
zona desrefinada.

3.a. Si algin nodo propio de 7; permanece, entonces se definen nuevas

conexiones nodales para el nuevo nivel j: T]J-. Se modifican los vectores de

genealogia de T; y de 7.

3.b. En otro caso, el nivel actual j es eliminado de los vectores de estruc-
tura. Se modifican los vectores de genealogia de 7;_;.

4. Los cambios en la malla se heredan a las mallas siguientes. Se compri-
men los vectores de estructura.

5. Se obtiene una nueva secuencia de mallas encajadas 77. Esta secuencia
es la entrada en la siguiente iteracion del bucle. T'={n<n<..< Tj—1 <
Tl <..<7h )}

SALIDA: Secuencia desrefinada T’/ =T? ={r < 15 < ... <7/, }.

Como condicién de desrefinamiento analizamos la diferencia absoluta en-
tre la cota del nodo estudiado y el valor interpolado de las cotas correspon-
dientes a los dos nodos extremos de su lado entorno, es decir, el lado en
que ese nodo fue introducido en su punto medio durante el proceso de re-
finamiento. Si esa diferencia es menor que el parametro de desrefinamiento
e, entonces el nodo podria ser eliminado, aunque en algunos casos deberd
permanecer por razones de conformidad.

Destacamos que la malla bidimensional obtenida puede ser modificada al
construir la triangulaciéon de Delaunay en el dominio tridimensional, puesto
que lo unico que necesitamos y conservamos es la posicién de sus nodos.
También nos interesa tener presente el nivel en que cada nodo es propio,
para proceder a la generacién de nodos en el interior del dominio. Este
ultimo aspecto se utiliza en las estrategias propuestas.

FUNCION DE ESPACIADO VERTICAL

Como ya se ha indicado, interesa generar una nube de puntos con mayor
densidad en la zona cercana al terreno. Para ello, cada nodo va estar situado
atendiendo a una funcién del tipo,

zi=ai"+b (1)

tal que a medida que aumenta el exponente o > 1, proporciona una ma-
yor concentracion de puntos cerca de la superficie del terreno; z; es la cota
correspondiente al ¢-ésimo punto insertado, del tal manera que para ¢ = 0 se
obtiene la cota del terreno y para ¢ = n, la cota del ultimo punto introducido



que debe coincidir con la altura h del plano superior que delimita el dominio a
discretizar. En estas condiciones el nimero de puntos definidos en la vertical
seria n+ 1y la funcién de espaciado vertical (ver figura 1) se puede expresar
como

h—Zo

zi = “+2z0; 1=0,1,2,...,n (2)

na
En ocasiones conviene expresar la altitud de un punto en funcién de la
del punto anterior, evitando asi tener que conservar en memoria el valor de
20,
h — zi4

Z; = Z,'_1+ m

[(“—(GE—-1°% ; i=1,2,...n (3)

A partir de las ecuaciones (2) o (3), los puntos quedan perfectamente
definidos una vez fijados los valores de  y n. No obstante, también puede
ser interesante fijar la distancia del primer punto insertado (: = 1) a la
superficie del terreno con el fin de mantener unos parametros minimos de
calidad en la malla tridimensional que se pretende generar. Esto reduciria
el nimero de grados de libertad a uno, bien sea o o bien n. Consideremos
fijado y conocido el valor de esa distancia d tal que d = z; — zg; véase figura
1. Sustituyendo en la ecuacién (2),

h—Z()

(4)

dzzl—ZOZ na

Si fijamos a y dejamos libre el valor de n, de (4) se obtiene,

() ®

No obstante, en la practica se aproximara el valor de n al nimero natural
mas cercano. En cambio, si fijamos el valor de n y dejamos libre «, resulta,

h—=29
o log *~ (6)

log n
En ambos casos, dado uno de los dos parametros, se calcula el otro
mediante las expresiones (5) o (6), respectivamente. De esta forma, la dis-

tribucion de puntos en la vertical respeta la distancia d entre z; y zg.

Si ademas fijamos la distancia entre los dos iltimos puntos introducidos,
esto es D = z, — z, 1 (ver figura 1), entonces los pardmetros « y n quedan



perfectamente determinados. Supongamos que « es definido por la ecuacion
(6). Para i =n — 1, la ecuacién (2) resulta

]’L—ZO

na

(n—1)" + 2 (7)

Zpn—1 =

y por tanto, usando la ecuacién (6),

log (n—1) _log h-z0-D ®
log n log h%d‘"‘“

A partir de las caracteristicas con que se ha definido la malla buscada
a priori se puede afirmar que h — 2z > D > d > 0. Por tanto, el valor

de n estara acotado, 2 < n < %, y el de a no podrd ser inferior a 1.

Asimismo, para llegar a introducir al menos un punto intermedio entre la
superficie del terreno y la frontera superior del dominio, se tiene que verificar
que d+ D < h — 2.

—z9—D
log h zc(l)
log h:izo 3

Llamando k& = se puede comprobar fiacilmente que 0 < k£ < 1.

De esta forma, la ecuacién (8) se transforma en
n=1+nk 9)

Si denotamos g(z) = 1 + z*, se puede comprobar que g(z) es contractiva
en [2,2-2] con constante de Lipschitz C = 575 y ademds estd acotada,

h—Zo)k< h—ZO

9 < <1
<g(z) < +( y y

(10)

En virtud del teorema del punto fijo, podemos asegurar que la ecuacién (9)
tiene solucién unica, y puede obtenerse numéricamente, por ejemplo, median-
te el método del punto fijo, puesto que éste converge para cualquier aproxi-
macioén inicial escogida en el intervalo [2, h%f“} No obstante, en general, la
solucion no tomara valores enteros. Consecuentemente, si aproximamos su
valor al nimero natural mas proximo, la condicion impuesta con la distancia
D no se cumplird exactamente, sino de forma aproximada.

DEFINICION DE LA NUBE DE PUNTOS

Cualquiera que sea la estrategia a seguir, la generaciéon de puntos se realizar
en tres etapas. En la primera se define una malla regular bidimensional
con la densidad de puntos que se desea obtener sobre la frontera superior



del dominio. En segundo lugar, y sobre esta malla 7, se lleva a cabo un
proceso de refinamiento global y desrefinamiento en funcién de la topografia
del terreno para obtener la malla 7/, que define la distribucién de puntos en la
superficie del terreno. Para ilustrar estas dos primeras etapas, en la figura 2 se
muestra la distribucién de puntos sobre ambas superficies para un problema
test. Una vez definida la distribucién de puntos en la superficie del terreno y
en la frontera superior del dominio, se procede a la generacién de la nube de
puntos distribuida entre estas dos capas. Para ello, sobre la vertical de cada
nodo P de la malla del terreno 7,, situaremos puntos atendiendo a la funcién
de espaciado vertical y al nivel j en el que P es propio, siendo 1 < 7 < m/.
La funcién de espaciado vertical quedard determinada mediante la estrategia
utilizada para definir los siguientes pardmetros: la cota topografica zy de P;
la altitud h de la frontera superior del dominio; el maximo niumero posible
de puntos n+ 1 en la vertical de P, incluyendo el propio P y el de la frontera
superior del dominio, caso de existir; el grado de la funcién de espaciado «; la
distancia entre los dos primeros puntos generados d = z; — 2p; y la distancia
entre los dos tltimos puntos generados D = z, — z,_1. De esta forma, la cota
del i-ésimo punto generado sobre la vertical de P viene dada por,

zi:%i”‘—%zo S i=1,2,..n—1 (11)
Independientemente de la funcién de espaciado vertical definida, utilizaremos
el nivel j en el que P es propio para determinar el niimero definitivo de puntos
que se generan sobre la vertical de P excluyendo el terreno y la frontera
superior. Distinguiremos:

1. Si j =1, es decir, si el nodo P es propio de la malla base 71, se generan
a partir de la ecuacién (11) parai=1,2,....,n — 1.

2. Si2 < j < m'—1, generamos nodos para : = 1,2, ..., min(m' —j,n—1).

3. Si j =m/, esto es, el nodo P es propio del nivel més fino 7/ ,, entonces
no se genera ningin nodo nuevo.

Este proceso tiene su justificacién, ya que la malla 7, corresponde al nivel
mas fino de la secuencia de mallas encajadas T' = {n < 75 < ... < 77,},
obtenida mediante el algoritmo de refinamiento y desrefinamiento, y por
tanto el numero de puntos introducidos decrece suavemente con la altura y
ademds resultan distribuidos eficientemente con el fin de construir la malla
tridimensional en el dominio.

Estrategia 1: nimero de capas y grado de espaciado vertical fijos

En este caso, se considera impuesto el mismo valor de o y n para todo pun-
to P de 7/, con el fin de generar los puntos a partir de la ecuacién (11).



Obsérvese que en la practica, el parametro n permite fijar el niimero de ca-
pas (n + 1) que se desea generar en el dominio, sobre las cuales se van a
distribuir los puntos. Por otro lado, el valor de o determina el grado de con-
centracion de capas hacia el terreno. En concreto, para a = 1 la distancia
entre dos capas consecutivas es constante sobre la vertical de cada punto de
la superficie del terreno. En cambio, si escogemos valores de « superiores,
la concentracién de capas es mayor cerca del terreno. Con esta elecciéon, los
valores de av y n son introducidos como datos y, por tanto, la nube de puntos
queda definida completamente. Consecuentemente, se pierde la libertad de
fijar las distancias d y D. En general, esto conduce a que aquellos elementos
con algun vértice sobre la superficie del terreno o sobre la frontera superi-
or del dominio puedan tener una baja calidad. Con este procedimiento, la
regularidad de las funciones que definen las capas va aumentando de una
capa a otra superior, siendo la mas irregular la correspondiente a la super-
ficie del terreno y, la mas regular, la capa horizontal correspondiente a la
frontera superior del dominio. En base a esta regularidad, esta estrategia se
ha disenado de tal forma que, ademés de eliminar los nodos del nivel mas
fino de cada malla a medida que pasamos a una capa superior, se podria
aplicar el propio algoritmo de desrefinamiento sobre la malla asociada a una
capa determinada mediante un parametro de desrefinamiento e variable con
la altura. La figura 3(a) muestra un detalle de la triangulacién obtenida en
la pared vertical ADD'A’ correspondiente al problema test de la figura 2. Al
proceder a la transformacién de la coordenada correspondiente a la altitud
de los puntos de la nube generada al paralelepipedo auxiliar, las superficies
que definen cada una de las capas pasan a ser planos horizontales.

Estrategia 2: nimero de capas fijo y grado de espaciado vertical
variable

En esta estrategia imponemos también el mismo valor de n para todo punto P
de 7! ,, fijando, por tanto, el nimero de capas (n+1) que se desea generar en el
dominio. En cambio, el valor de « se determina automaticamente en funcién
del tamano de los elementos mas préximos al terreno, mediante la ecuaciéon
6. En particular, hemos definido el valor de d para cada punto P como
el promedio de las longitudes de las aristas de los tridngulos que contienen
a P en la malla 7/, sobre la superficie del terreno. Una vez determinada
la funcién de espaciado vertical para cada punto P, con esta estrategia, la
nube de puntos respeta las distancias exigidas entre la superficie del terreno
y la primera capa generada. De esta forma, los posibles elementos de baja
calidad se podrian dar en la parte superior del dominio, ya que el valor de
D resulta impuesto por la propia funciéon de espaciado vertical. Las capas



resultantes con este procedimiento son menos regulares que las obtenidas con
la estrategia 1. No obstante, estas capas se suavizan a partir de una altitud
determinada, en funcién de la irregularidad topografica, si hemos fijado un
nimero total de capas suficiente. Igualmente, esta estrategia permite aplicar
el propio algoritmo de desrefinamiento sobre la malla asociada a una capa
determinada mediante un pardmetro de desrefinamiento ¢ variable con la
altura. La figura 3(b) muestra un detalle de la triangulacién obtenida en
la pared vertical ADD'A’ correspondiente al problema test representado en
la figura 2. Por tltimo, el paso de la nube de puntos al paralelepipedo
auxiliar, se realiza de forma similar a la estrategia 1, tal que las superficies
que definen las diferentes capas se transformen en planos horizontales. Con
este fin, hemos utilizado en la transformacién un valor fijo de @ = 1 para
todos los puntos P de 7/,. Por tanto, la distribucién de los correspondientes
planos en el paralelepipedo es uniforme.

Estrategia 3: nimero de capas variable y grado de espaciado ver-
tical fijo

En esta estrategia imponemos el mismo valor de o para todo punto P de
7/, En cambio, el valor de n se determina automdticamente en funcién del
tamano de los elementos mas préoximos al terreno, a partir del valor natural
mas cercano al real obtenido con la ecuacién 5, donde el valor de d para
cada punto P se ha determinado de igual forma que en la estrategia 2. Esta
estrategia posee por tanto caracteristicas similares a la anterior en cuanto a
las distancias exigidas entre la superficie del terreno y la primera capa gene-
rada. Puesto que con esta estrategia el nimero de capas obtenido es diferente
en funcién del punto P considerado, no podemos definir superficies asociadas
a cada capa. Por ello, hablaremos de la existencia de capas virtuales para
cada punto. La figura 3(c) muestra un detalle de la triangulacién obtenida
en la pared vertical ADD'A’ del problema test representado en la figura 2.
Por ultimo, el paso de la nube de puntos al paralelepipedo auxiliar, se realiza
de forma similar a la estrategia 1. Puesto que tenemos capas virtuales, la
transformacion de los puntos se realiza segun la funcién de espaciado vertical
asociada a cada punto P de 7,,.

Estrategia 4: nimero de capas y grado de espaciado vertical varia-
bles

Finalmente, definimos una estrategia en la que los valores de o y n se deter-
minan automdticamente para cada punto P de 7,,,, en funcién del tamafo de
los elementos més proximos al terreno y a la parte superior del dominio. En



primer lugar, comenzamos determinando el valor de d de igual manera que
en las estrategias 2 y 3. En segundo lugar, fijamos un tunico valor de D en
funcion de la distancia deseada entre el ultimo punto que tedricamente seria
generado sobre las diferentes verticales y el plano superior del dominio. Esta
distancia se determina facilmente en funcién del tamano de los elementos de
la malla regular 7;. Una vez obtenido d y D, para todo punto P de 7/,,
calculamos su correspondiente valor de n resolviendo la ecuacién (9). Final-
mente, la funcién de espaciado vertical queda determinada al obtener el valor
de a mediante la ecuacién (6). Esta estrategia posee, por tanto, como car-
acteristicas principales que respeta las distancias exigidas entre la superficie
del terreno y la primera capa generada, asi como la distancia impuesta entre
la dltima capa virtual generada y la frontera superior del dominio. La figu-
ra 3(d) muestra un detalle de la triangulacién obtenida en la pared vertical
ADD'A" del problema test de la figura 2. Asimismo, el paso de la nube de
puntos al paralelepipedo auxiliar, se realiza de forma similar a las estrategias
1y 3.

GENERACION DE LA MALLA TRIDIMENSIONAL

Una vez definida la nube de puntos sera necesario construir una malla tridi-
mensional que conecte esos puntos de forma adecuada y que sea conforme
con la frontera del dominio, esto es, que respete todas las fronteras estable-
cidas. Aunque la triangulacién de Delaunay es apropiada para crear mallas
de elementos finitos con un alto grado de regularidad para una determinada
nube de puntos, no lo es tanto en lo referente al problema de conformidad
con la frontera, puesto que ésta crea una malla de la envolvente convexa
de la nube de puntos. Por esta razén, es posible que no se pueda recuper-
ar la frontera del dominio a partir de las caras y aristas generadas por la
triangulacion. Para evitar esto, existen basicamente dos tipos diferentes de
técnicas. Unas, conforming Delaunay triangulation [12], estin basadas en
la colocacion de los puntos siguiendo ciertos criterios de espaciado, de man-
era que la triangulacién resultante sea conforme con la frontera. Las otras,
constrained Delaunay triangulation [5], estdn basadas en la modificacién de
la triangulacién en las zonas préximas a la frontera no respetada, mediante
intercambio de aristas y caras (swaping) de manera que ésta sea recupera-
da. En nuestro caso, la primera alternativa no resulta adecuada, debido a
que deseamos que la malla resultante contenga ciertos puntos definidos de
antemano. Ademas, debido a la complejidad de la superficie que define el ter-
reno, esta estrategia conllevaria un alto coste computacional. En principio,
la segunda alternativa seria valida, si bien requiere unos algoritmos bastante
complejos para recuperar la frontera del dominio.



Para construir triangulacién tridimensional de Delaunay de la distribu-
cion de puntos del dominio comenzamos recolocandolos en un paralelepipedo
auxiliar (ver figura 4), tal que todos los puntos de la superficie del terreno
estén situados en las coordenadas z, y originales, pero a una altura igual a la
cota minima del terreno, z,,,. En el plano superior del paralelepipedo situ-
amos los nodos del nivel 77, de la secuencia de mallas que define la superficie
del terreno, a una altura igual a h. En general, los restantes puntos también
mantienen sus coordenadas x, y, pero sus cotas se obtienen sustituyendo su
correspondiente zy por Zp:, en la ecuacién (11). La triangulacién de esta
nube de puntos se realiza utilizando una variante del algoritmo incremen-
tal de Watson [2] que resuelve de manera efectiva los problemas derivados
de los errores de redondeo que se producen cuando se trabaja con nimeros
en coma flotante. Una vez construida la triangulacién en el paralelepipedo,
obtenemos la malla final restableciendo sus cotas originales. Este ultimo pro-
ceso puede entenderse como una compresion de toda la malla definida en el
paralelepipedo, tal que su plano inferior se transforma en la superficie del
terreno, con lo que se asegura la conformidad.

En ocasiones puede ocurrir que al restablecer las posiciones de los puntos
a sus cotas reales se produzcan elementos de muy mala calidad o, incluso,
1nvertidos, es decir, elementos para los que su volumen V., evaluado como
el determinante jacobiano |J.| asociado a la transformacién del tetraedro e
al de referencia, pasa a ser negativo. Asi, si las densidades de puntos van
disminuyendo de forma progresiva con la altura y si los puntos se sitian sobre
capas suficientemente separadas en el paralelepipedo, entonces la probabil-
idad de existencia de elementos de baja calidad o de cruces se reduce. En
cualquier caso, necesitamos algin procedimiento capaz de deshacer los cruces
que pudieran aparecer y suavizar la malla resultante. Esta cuestion sera abor-
dada en la siguiente seccién. Por otra parte, se debe tener en cuenta que la
posibilidad de obtener una malla de elevada calidad mediante algoritmos de
suavizado basados en movimientos de los nodos alrededor de sus posiciones
iniciales depende, ademas del procedimiento concreto utilizado, de la ”cali-
dad topolégica” de la malla. Se entiende que ésta es alta cuando la valencia
de cada nodo, esto es el numero de nodos conectados a él, se aproxima a la
que tendria una malla regular formada por tetraedros equildteros.

La triangulacion de Delaunay es capaz de crear una malla de elevada cali-
dad, éptima en 2-D, para una nube de puntos dada. Asi pues, un adecuado
criterio para la distribucion de éstos tendra como consecuencia la obtencién
de una malla inicial de elevada calidad. La malla de nuestro dominio conserva
la calidad topoldgica de la triangulacién obtenida en el paralelepipedo y, por
tanto, un suavizado apropiado conduciria a mallas de gran calidad.



OPTIMIZACION DE LA MALLA

Las técnicas méas comtinmente utilizadas para mejorar la calidad de una trian-
gulaciéon wdlida, esto es, que no posea elementos invertidos, estdn basadas
en el suavizado local. En esencia, dichas técnicas consisten en encontrar
las nuevas posiciones que deben ocupar los nodos de la malla de manera
que optimicen una determinada funcién objetivo, basada en alguna medida
de la calidad de los tetraedros conectados al nodo ajustable o nodo [libre.
Obviamente, al tratarse de un proceso de optimizacion local, no se puede
garantizar que la malla final sea 6ptima globalmente. Sin embargo, tras
repetir este proceso un cierto nimero de veces se suele llegar a resultados
bastante satisfactorios.

Usualmente, las funciones objetivo son adecuadas para la mejora de la cal-
idad de una malla valida, pero no trabajan correctamente si existen elementos
invertidos, debido a que presentan singularidades cuando los volimenes de
los tetraedros cambian de signo. Para evitar este problema se puede proceder
segin [4], donde se propone un método de optimizacién que consta de dos
etapas. En la primera se resuelven los posibles cruces mediante un algoritmo
que maximiza los determinantes jacobianos negativos correspondientes a los
elementos invertidos y, en la segunda, se suaviza la malla resultante de la
primera fase. Nosotros proponemos aqui una alternativa a este procedimien-
to, de manera que los procesos de descruce y suavizado se realicen en una
misma etapa. Para ello, utilizaremos una modificacién de la funcién objetivo
propuesta en [1]. Asi, supongamos que N(v) designa la submalla formada
por el conjunto de los s tetraedros incidentes en el nodo libre v, cuyo vector
de posicién denotaremos por r = (z,y,z). Entonces, la funcién objetivo a
minimizar se define como

F(r)=Y f.(r) (12)

siendo f, la funcién objetivo asociada al tetraedro e € N(v), dada por

S5()?

fel) = o (13)

~

donde [§(i = 1, ..., 6) representan las longitudes de las aristas del tetraedro e
y Ve su volumen. Si N(v) es una submalla valida, entonces la minimizacién
de F da lugar a posiciones de v para las que la calidad de la submalla N(v)
mejora [1]. Sin embargo, F' no estd acotada cuando el volumen de alguno
de los tetraedros de N(v) es nulo. Ademds, no podemos trabajar con F en



el caso de que tengamos tetraedros invertidos. Por tanto, si N(v) contiene
algin elemento invertido o con volumen nulo, no sera posible encontrar el
minimo relativo por procedimientos convencionales, tales como maximo de-
scenso, gradiente conjugado, etc. Para evitar este problema hemos optado
por modificar la funcién f, de manera que la nueva funcién objetivo sea casi
idéntica a F' en las proximidades del minimo, pero estando definida y siendo
regular en todo R®. Para ello sustituiremos V, en (13) por la funcién creciente

h(V,) = %(Ve + 4/ V2 + 46?) (14)

tal que VV, € R, h(V.) > 0, siendo el pardmetro § = h(0). En la figura 5
se ilustra esta funcién auxiliar. De esta forma la nueva funcién objetivo que
proponemos viene dada por

O(r) = ge(r) (15)
donde

>()°

Pe(r) = IAE (16)

El comportamiento asintético de h(V;), h(Ve) = V. cuando V. — +oo,
hard que para un valor de § suficientemente pequeiio y valores positivos
de V., la funcién f, y su correspondiente versiéon modificada ¢, sean tan
préximas como se desee. Por otro lado, cuando V, — —oo, tenemos que
h(Ve) — 0. Todo esto hace que para los tetraedros mds invertidos tengamos
un valor de ¢, mas desfavorable que para los tetraedros menos invertidos.
Ademas, con la funcién objetivo ® evitamos los problemas que posee F' para
tetraedros con volimenes proximos a cero; la singularidad que f. presenta,
desaparece en ¢, debido a la introduccién del pardmetro 6. A medida que
elegimos valores de § mds pequenios, la funcién ¢, se comporta de forma méds
parecida a f.. Como consecuencia de estas propiedades se deduce que las
posiciones de v que minimizan las funciones objetivo F'y ® son practicamente
idénticas. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre para F', es posible
encontrar el minimo de ® partiendo desde cualquier posicion inicial del nodo
libre. En particular, podemos partir de posiciones para las que N(v) no
es una submalla valida. Por tanto, mediante la utilizaciéon de la funcién
objetivo modificada ® podemos deshacer los cruces que aparezcan en la malla
y, al mismo tiempo, mejorar su calidad. No obstante, para ahorrar esfuerzo



computacional, se utiliza como funcién objetivo F' en lugar de ® siempre que
N(v) sea una submalla suficientemente vélida. Sélo se recurre a ® cuando
N(v) contiene elementos invertidos o con medidas de calidad casi nulas. En
ese caso, el valor de ¢ se escoge en funcion del punto v en consideracion,
haciendo que sea lo mas pequeno posible y de forma que la evaluacién del
minimo de ® no presente problemas computacionales. Por ultimo, indicamos
que el método utilizado para calcular los minimos de las funciones objetivo
ha sido el de maximo descenso.

EXPERIMENTOS NUMERICOS

Como aplicacion del generador de mallas se ha considerado una regién rectan-
gular del sur de la Isla de La Palma de 45.6 x 31.2 km, en la que las cotas
extremas varian de 0 a 2279 m de altitud. La parte superior del dominio se
ha establecido a una altitud h = 9 km. Para definir la topografia se dispuso
de una digitalizacion de la zona en la que las alturas estaban definidas sobre
una cuadricula con un paso espacial de 200 m segun los ejes = e y. A partir de
una malla uniforme 77 de la regién rectangular con un tamaifio de elementos
aproximadamente de 2 X 2 km, se realizaron cuatro refinamientos globales
utilizando el algoritmo 4-T de Rivara [14]. Una vez que se interpolaron
los datos digitalizados sobre esta malla refinada, se empleé el algoritmo de
desrefinamiento desarrollado en [3] y [13] con un pardmetro de desrefinamien-
to € = 40 m. Esto asegura que la malla adaptada 7,,, (m' = 5) aproxima la
superficie del terreno con un error menor que este valor; véase figuras 6-9.
La distribucion de nodos de la malla base 7 es la que se consideré sobre la
frontera superior del dominio.

En la figura 6(a) se representa la malla tridimensional obtenida mediante
la estrategia 1, utilizando un nimero total de seis capas, lo que supone una
eleccion de n = 5. Para definir el grado de espaciado vertical se fij6 o = 2.
El niimero de tetraedros generados es de 52945, con un total de 11578 nodos
y una valencia maxima igual a 21 (maximo nimero de nodos conectados a
uno dado). Se observa que con esta eleccién resulta una malla que tiene
poca calidad en zonas proximas al terreno. Por otro lado, la calidad de los
elementos situados en la zona superior del dominio es bastante aceptable.

La figura 6(b) representa la malla resultante de la aplicacién de cinco
pasos del proceso de optimizacion a la malla anterior. Destacamos que en el
proceso de optimizacion de las mallas generadas con las distintas estrategias,
no se ha permitido el desplazamiento de los nodos situados sobre la superficie
del terreno y la frontera superior del dominio. En la figura 6(b) se puede
observar que se produce una mayor acumulacion de nodos sobre la superficie
irregular del terreno y, por el contrario, un ligero desplazamiento del resto



de nodos hacia la frontera superior del dominio. El resultado es una malla
de mejor calidad que la inicialmente generada (ver figura 10(a)), pero con
peor distribucién de nodos en las zonas mas altas del dominio. Se observa,
asimismo, que esta estrategia no produce cruces de tetraedros (¢(e) > 0, para
todo tetraedro e de la malla, siendo ¢g(e) la medida de calidad propuesta en
[4]). Por tanto, en este caso, el proceso de optimizacién conlleva simplemente
a un suavizado de la malla.

En la figura 7(a) se muestra la malla obtenida mediante la estrategia 2,
fijando un ntimero de capas igual que en el caso anterior. El niimero de
tetraedros, de nodos y la valencia maxima de esta malla coinciden con los
obtenidos en la estrategia 1. En este caso, al dejar que el grado de espaci-
ado vertical se ajuste automaticamente, conseguimos en las zonas préximas
al terreno una malla de mejor calidad que en el caso anterior. Asimismo,
la calidad en la zona superior del dominio resulta bastante aceptable. El
resultado del proceso de optimizacion sobre esta malla es similar al caso an-
terior (ver figura 7(b)). Se obtiene una mayor concentracién de nodos sobre
el terreno, mientras que en el resto de dominio no se producen practicamente
alteraciones, debido a la buena calidad de la malla inicial en estas zonas. La
figura 10(b) muestra las curvas de calidad de la malla generada y de su cor-
respondiente optimizacién. Obsérvese ademdas que esta estrategia tampoco
produce cruces de tetraedros.

En la figura 8(a) se presenta la malla obtenida con la estrategia 3, im-
poniendo el grado de espaciado vertical « = 1.5 y dejando que se ajuste
automaticamente el nimero de capas virtuales sobre la vertical de cada pun-
to. La malla asi obtenida se adapta a los tamanos existentes en las zonas
proximas al terreno, pero no respeta los tamanos de la parte superior. La
malla contiene 53432 tetraedros y 11173 nodos, con una valencia maxima de
26. La figura 8(b) muestra la malla optimizada después de cinco etapas del
proceso. Las variaciones en las densidades de nodos de la malla no son tan
notables como en los dos casos anteriores. De hecho, las diferencias entre las
curvas de calidad representadas en la figura 10(c) no son tan pronunciadas
como en las estrategias precedentes, a excepcién de los cruces que apacerecen
con esta estretegia. Estos cruces son practicamente resueltos con un paso del
proceso de optimizacion.

El resultado obtenido con la estrategia 4 se muestra en la figura 9(a),
fijando como tnico pardmetro la distancia D = 1.5 km. Se observa que con
esta estrategia se conservan automéaticamente las distancias existentes en la
parte inferior y superior del dominio. En este caso, la malla contiene 57193
tetraedros y 11841 nodos, con una valencia maxima de 26. La distribucion de
nodos obtenida con esta estrategia es de tal calidad que apenas se modifica
cualitativamente después de cinco pasos del proceso de optimizacién (ver



figura 9(b), exceptuando también aqui los cruces iniciales que son resueltos
eficientemente (ver figura 10(d).

Con las dos primeras estrategias se han obtenido mallas adaptadas ad-
misibles para la aplicaciéon del método de elementos finitos con buena cali-
dad. Sin embargo, en las dos ultimas estrategias nos encontramos algunos
tetraedros invertidos, aunque la distribucién de puntos es mas automatica,
especialmente en la cuarta estrategia. Ademds, con esta ultima estrategia
se obtiene una distribucién de puntos cuasi-6ptima en el dominio real aten-
diendo a los tamafios de los elementos que se crean sobre la superficie del
terreno y la parte superior del dominio. Para evitar la apariciéon de tetrae-
dros invertidos se ha aplicado de forma eficiente la técnica propuesta en la
seccién anterior. De hecho, la peor medida de calidad de los tetraedros de
las mallas optimizadas para las distintas estrategias estd entorno a 0.2. En
general, el nimero de parametros necesarios para definir la malla resultante
es muy reducido, asi como el coste computacional.

CONCLUSIONES

Hemos establecido los aspectos principales para generar una malla tridimen-
sional de tetraedros que se adapta a las caracteristicas topograficas de una
regién rectangular con una minima intervencién del usuario. En concreto se
ha planteado una generacién de puntos, bien distribuidos en el dominio de
estudio, capaz de captar la informacién topografica del terreno y que posee
una densidad menor a medida que aumenta la altura con respecto al terreno.
Los puntos se generan aplicando técnicas de refinamiento/desrefinamiento en
2-D y la funcién de espaciado vertical que se introduce en este trabajo. Se han
propuesto cuatro estrategias para definir eficientemente una nube de puntos
en un dominio tridimensional en el que la frontera inferior corresponde a un
terreno irregular. Seguidamente, con la ayuda de un paralelepipedo auxiliar,
se ha planteado un procedimiento basado en la triangulacién de Delaunay
para construir automaticamente la malla, asegurando la conformidad con
la superficie del terreno. No obstante, la distribucion de puntos obtenida
también podria tener interés para generar la malla tridimensional con otras
técnicas cldsicas, tales como avance frontal [6] y normal offsetting [7]. Fi-
nalmente, el procedimiento propuesto para optimizar la malla generada ha

permitido resolver al mismo tiempo los problemas de cruces de tetraedros y
de calidad de la malla.
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Figura 1: Distribucion de n+ 1 puntos sobre el eje de ordenadas mediante la
funcion de espaciado vertical.



Figura 2: Representacion tridimensional de una distribucion de puntos sobre
el terreno (ABCD) y la frontera superior del dominio (A'B'C'D').



(a) Estrategia 1

(b) Estrategia 2

(c) Estrategia 8

(d) Estrategia 4

Figura 3: Distribucion de puntos obtenida sobre la frontera ADD'A’ para el
ejemplo de la figura 2 mediante las diferentes estrategias.
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Figura 4: Definicion del paralelepipedo auxiliar.



Figura 5: Funcidon auziliar h(Ve) que sustituye a V.
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(b) Malla optimizada

Figura 6: (a) malla generada mediante la estrategia 1 y (b) malla resultante

después de cinco pasos del proceso de optimizacion.
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Figura 7: (a) malla generada mediante la estrategia 2 y (b) malla resultante

después de cinco pasos del proceso de optimizacion.
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Figura 8: (a) malla generada mediante la estrategia 8 y (b) malla resultante

después de cinco pasos del proceso de optimizacion.
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Figura 9: (a) malla generada mediante la estrategia 4 y (b) malla resultante

después de cinco pasos del proceso de optimizacion.
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Figura 10: Curvas de calidad de las mallas generadas y optimizadas para las

distintas estrategias.



