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Resumen. Los métodos de cuasi-minimo residuo QMR [6], TFQMR [5] y QMRCGSTAB [1],
son métodos de biortogonalizacion para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales no si-
métricos que mejoran el comportamiento irregular de los algoritmos BiCG, CGS y BiCGSTAB
[9], respectivamente.

En este trabajo, el problema de cuasi-minimizacion es resuelto de forma analoga a la desa-
rrollada por Galan y otros [7], para la minimizacién en el método GMRES. Consiste en la
resolucion directa del problema de minimos cuadrados que plantean estos métodos, haciendo
una factorizacién LU en lugar de la tradicional QR. En la convergencia de las nuevas versio-
nes, no sélo reduce el nimero de iteraciones, sino que logran converger en algunos casos en
que el algoritmo original no lo hace.

Este trabajo también estudia el efecto de la reordenacién [3] y el precondicionamiento [10]
en la convergencia de los algoritmos propuestos y se presentan algunos experimentos numé-
ricos que permiten comparar los resultados obtenidos con los algoritmos clasicos y con los
modificados.
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1. INTRODUCCION

La solucién aproximada del QMR para el subespacio de Krylov de orden &, se puede escribir
como,

Xy = Xo + Vk u (1)

donde u minimiza la norma, B
|ver — Trul, (2)

que es una simplificacion de la norma del residuo,
Izl = || Vs (ver = Teu) |, 3)

siendo V, la matriz que tiene por columnas los vectores v;, i = 1, ..., k, obtenidos en el proce-
dimiento de biortogonalizacion de Lanczos, v = ||ro||,, y la matriz T, se define de la forma,

_ T
= ( Or+1€} ) “
con,
(041 B2
0y ay [
03 a3
T, = . . (5)
ap—2 Pr-1
o Op—1 o1 B
K . 5k (077

a1 =1,k B;,j=2,..,k &, 1 =2,...,k + 1, son los parametros obtenidos durante el
proceso de Lanczos.

En este trabajo se aborda la resolucion del problema de minimos cuadrados, que supone la
minimizacion de la funcional cuadratica dada en (2) de forma directa sin tener que recurrir a la
factorizacion QR de la matriz T}, [8].

2. METODO QMR-MODIFICADO

Consideremos la proyeccion ortogonal sobre el subespacio de soluciones del problema de
. e ., T . =T
cuasi-minimizacion dado en (2). Multiplicando por la matriz T, obtenemos,

T, Tpu =T, ve, (6)

La estructura de T, que es una matriz (k + 1) x k es,

Uy
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donde la primera fila de T, es un vector d, de dimension k y el resto forma una matriz trian-
gular superior Uy,

Esto es,
dk = ( (o5} 52 0o .. .0 )
( dy /33
03 a3 P
U, = . )
o Op—1 o1 B
\ . oy
donde,
{ds};, = di = {T},, i=1,..k (7)
{T},., 1<i<j<k
= Ui = 1, 8
{Uij = wi { 0 en el resto (®)

. . ey =T = . s
lo que sugiere la descomposicion del producto T, T, que aparece en la ecuacion (6) como una
suma, de la forma,

k
m=1

ij
La ecuacion (6), teniendo en cuenta esta descomposicion de Tf T}, se puede escribir como,
=
(dedy + U, Uy) u =T}, ve; (10)
Y teniendo en cuenta que Tfel = dy, obtenemos la siguiente expresion,

Si hacemos uso de las propiedades asociativa y distributiva de las matrices, entonces la ecuacién
anterior quedara,

U} Ugu = di, (7 — (dg, u)) (12)

y haciendo,
Ai =y — (dg, u) (13)
u= )\ipk (14)

obtenemos,
U Uipy= dy, (15)
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que es un doble sistema triangular, ya que UY y U, son matrices triangulares y sélo requiere
dos procesos de sustitucidn, uno por descenso y otro por remonte, para su resolucion.

Después de resolver (15), calculamos A; para obtener finalmente u a partir de la ecuacion
(14),

Ai =7 = (dg,u) = v — X (dg, Pr) (16)
y de este modo,
g
ANi=———— 17
1+ (dg, px) o

Notese que 1 + (dg, px) # 0, ya que,

(di, pr) = (UL Usp, Pi) = ||Uspill; > 0 (18)
y por tanto \; nunca degenera.
En resumen, el método propuesto requiere:
1. Dados d; y Uy definidos en (7) y (8), resolver en doble sistema triangular dado en (15)
haciendo,

U} Dy = dy (19)
Uipr = Pr (20)

2. Calcular )\; en la expresion (17).
3. Obtener u resolviendo la ecuacion (14)
El vector residuo cuya norma viene definida en (3) se puede obtener de,

r, = Vk+1?i (21)
siendo T; el (k + 1)-vector, B
T;=ve; — Tru (22)
y sus componentes se pueden calcular de la siguiente forma,

~v A if j=1
T}, = { “\bp 0 j=2,. k+1
Ya que de la particion de T, la primera componente del (k + 1)-vector (Tj u) es (d,u),

y el resto de las componentes vienen dadas por el k-vector (Ugu). De este modo, la primera
componente de #; es \;, y las otras,

—Uiu = —\;Uxpr = —\iDs (24)

donde p,, se puede conservar en la resolucion del primer sistema triangular dado en (19).
Téngase en cuenta que ahora los residuos no son equivalentes (como ocurria en el GMRES),
ya que los vectores v; no son ortonormados. Es decir que,

[Irilly # IIT:ll, (25)
La aplicacion de la resolucion directa del problema de cuasi-minimizacion planteado en el

QMR, da como resultado el siguiente algoritmo que se presenta precondicionado por la izquier-
da.

(23)
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ALGORITMO MQMR PRECONDICIONADO
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axg;
B1=061=0;

vy = wy = 0;

Resolver Mz, = r,

7 = llzoll;

Vi = Wi = —Z,

8
Mientras vk + 1 || Tx—1 || / || xo ||> € (kK =1,2,3,...), hacer

Avy =y,

Resolver Ms;, = yy;

Resolver M”f;, = wy;

AT = ty;

Qp = (Sk, Wk>;

Vi1 = Sk — Vi — BrVi_1;
Wit1 =ty — Wi — OpWg_1;
1 = [(Vrsr, Wer1)| %
Brt1 = (Vi+1, Wet1) /Okt1;
Vit1 = Vi1 /Okt1;

W1 = W1/ Brt1;

Resolver U{p = d, y Uyp = p;

donde{ i}, = {T}lm Im=1,..

{Uk}lm = {T}H—lm
Y .

B 1+<dkap>’
U, = A\ P;

Ak

X, = Xo + Viug, con'Vy = [Vl,Vg, ...,Vk];
Zp — Vk+1rk, con Vk+1 = [Vl, Vo, ..., Vk-i—l];

r;, = Mz;;

S )
donde {f’“}l k _
i { rk}l—|—1 ==X {P}z
Fin

e K

Se debe tener en cuenta que el criterio de convergencia se formula ahora en funcién de Ty,
que representa el residuo calculado del QMR-modificado.

3. METODO TFQMR-MODIFICADO

La aproximacion obtenida con el TFQMR en un subespacio de Krylov de dimension &, es

de la forma,

Xo + quk

(26)
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donde Yy = [y1,¥2, -, ¥k], ¥& = ti—1 Si k = 27 — 1 esimpar, e yx = q; Si k = 2i es par, y
u;, minimiza la norma || (6;e; — Ty u)||,, lo que representa un cuasi-minimo de la norma del
residuo (ver p.e. Saad [11]),

I rk||2 = HWkHAI;il (5131 - A’H'lﬁkuk) ”2 (27)

siendo, _ B
Tk = Ak—i—lBk (28)

Donde Wy, es la matrix que tiene por columnas los vectores,
Wi = [Wi, Wo, ..., Wey1] (29)

Y Ay es una matriz diagonal, tal que W, queda escalada (6; = || r;||, Si k = 2i + 1 es

impar, 0 0y = /|| ri—a | [ ril], si & = 2i es par),

01
by .
Apr=1|. . .. . (30)
Ok
Ok+1
y B, es la matriz de orden (k + 1) x k,
(o
_aal aal
_a()_l CUll
B.=| - . . e ) (31)
< Qg_1y/2
O Yy
—1
\ ' T Xk-1)/2

El algoritmo TFQMR-modificado que se ha obtenido y que se presenta precondicionado por
la izquierda es,

ALGORITMO MTFQMR PRECONDICIONADO

Aproximacion inicial xq. rg = b — Axg;

rj es arbitrario, tal que (rq, rj) # 0;

Resolver Mz, = ry;

So = to = Zp;

f() = AS();

Resolver Mvq = fj;

Po = <Z0’ I'S);

o1 = ||Zol[;

Mientras i+ 1 || i1 || /|| xo ||[> € (i =1,2,3,...), hacer:
oi-1 = (Vi_1,T);
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Qi—1 = pi—1/0i-1;
Qi =ti1 — a1V
r; =11 — o 1A (t 1+ q;);
Resolver Mz; = r;;
Desde k& = 2i — 1, 24 hacer
Si k es impar hacer
k1 = v/l Zi—1]l ||z
En caso contrario hacer
Opt1 = ||zill; yr = ai;
Fin
Fin
Resolver UTp = d, y Uxp = P;

{di},, = {T} .
donde " =1im I,m=1,..k;
{ {Uk}lm = {T}H—lm "

|, ve =ti_1;

u; = A\ p;

X {: };0 +Y,u,,conyY, = [}’1,}’2; ---a}’k];
?i 1= )\QZ’ _ "

T

pi = (2, 17);

Bi = pi/ pi1;

ti = z; + Biq;

si = ti + Bi(adi + Bisi—1);

fi = As;

Resolver Mv; = f;;
Fin

Al igual que para el QMR-modificado, se debe tener en cuenta que el criterio de convergencia
se formula ahora en funcién de T, que representa el residuo calculado del TFQMR-maodificado.

4. METODO QMRCGSTAB-MODIFICADO

El algoritmo QMRCGSTAB propuesto por Chany otros [1], realiza dos cuasi-minimizaciones
por iteracion. Si definimos Y, = [y1,y2,...,¥&), Siendo yo 1 = gy paral = 1,..., [k + 1/2]
([k +1/2] es la parte enterade k + 1/2) y yo = sy paral = 1,...,[k/2]([k/2] es la parte en-
tera de k/2). La solucion aproximada del sistema Ax = b, a partir del k-ésimo subespacio de
Krylov, se construye como x, + Yuy, donde uj, minimiza la norma || (:e; — T u)||,, que es
otra vez un cuasi-minimo de la norma del residuo,

Ixelly = [[Wii AgL (6101 — ApsiBrug)|, (32)
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siendo,

Ty = Ag41By

W, 1 es nuevamente la matriz cuyas columnas son los vectores residuos,

Wk—|—1 = [Wl, Wo, ..., Wk—|—1]

(33)

(34)

conwy_ =s;paral =1,..,[(k+1)/2]ywy =r,paral =1,...,[k/2]; y Agy1 €S una matriz
diagonal, tal que W, es escalada (6; = || w;||),

A1c+1 =

B;, es la matriz de orden (k + 1) x k,

\

conogy =w paral =1,...,[(k+1)/2],yoy1=qparal =1,...,[(k+1)/2].
El algoritmo QMRCGSTAB-modificado precondicionado por la izquierda queda,

o1

02

Ok-+1

ALGORITMO MQMRCGSTAB PRECONDICIONADO
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axg;

rj es arbitrario, tal que (rq,rj) # 0;

po =0y =wp=1;
go=vo=0;
Resolver Mzg = ry;

Mientras v/2: + 1 || Tt || /| v ||> € (i =1,2,3,...), hacer

pi = (Zi_1,Ty);

Bi = (pi/pi—l)gai—l/wi—l);

g =zi1+05
Resolver Mv; = f;
Pi
Q; = 0

<vi’ I'0>

8i = Zi—1 — Vi,
0 = ||Sz|| Yoi-1 = &,
h;, = As;;

gi-1— wi—lvi—l);

(35)

(36)
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Resolver Mt; = h;;

Wi = (tz’,sz‘>;

z; = 8; — wit;;

0git1 = ||2zill; ¥2i = sis

Resolver Uj;p = dy; ¥ Uzp = P;

it ={T .
donde{ {dai},, { —}”" Ibm=1,...,2i
5 {Uailyy, = {T}l+1m
Mt =
2 1 + <d2ia p>
Uy = Ay P;
X; = Xo + YoiUy;; €ON Yo = [y1,¥2, . Yoil;
{Ti}, = Ao ..
~ _ l=1,..,2s
{ {ri}l+1 = —Ay {P}l

Fin

Igual que en los casos anteriores, el criterio de convergencia se formula ahora en funcion de
T, que representa el residuo calculado del QMRCGSTAB-modificado.

5. EXPERIMENTOS NUMERICOS
5.1. Ejemplo 1: ORSREG1

Este problema, extraido de Harwell-Boeing Sparse Matrix Collection [2], corresponde a un

modelo de reserva petrolifera en un acuifero con tres pozos. La matriz obtenida dio lugar a un
sistema no simétrico de 2205 ecuaciones con 14133 entradas no nulas.
La figura 1 muestra las curvas de convergencia correspondientes a las distintas estrategias para
los métodos BICGSTAB, QMRCGSTAB y MQMRCGSTAB sin precondicionar. En la figura
2, son aplicadas las mismas estrategias precondicionadas con ILU(0). Podemos ver como se
reduce considerablemente el nimero de iteraciones y se suavizan las curvas, especialmente
para el algoritmo BICGSTAB que ahora converge en menos iteraciones que el QMRCGSTAB.
El nimero de iteraciones para el MQMRCGSTAB es menor que las del QMRCGSTAB vy del
BiCGSTAB.

5.2. Ejemplo 2: WATT1

Este ejemplo extraido de la Harwell-Boeing Sparse Matrix Colection [2], es una simulacién
de un problema de ingenieria del petréleo que generd un sistema de 1856 ecuaciones con 11360
entradas no nulas.
La figura 3 muestra las curvas de convergencia correspondiente a las distintas estrategias para
los métodos de cuasi-minimo residuo clasicos y modificados con precondicionador Aproximada
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2 T T ; : :
BiCGSTAB
QMRCGSTAB ------
MQMRCGSTAB -------
0 —
2 ] |
4+ =l |
= A
= |~
I W
g .l ! |
-8 - i |
-10 - | |
-12 1 \ . , I
0 200 400 600 50 prom 5
Iterations
Figura 1. Convergencia de distintos métodos sin precondicionar para ORSREG1
2 T T T . — .
BiCGSTAB+ilu
QMRCGSTABH+ilu ------
MQMRCGSTAB+ilu -~
5
E

12 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Iteraciones

Figura 2. Convergencia de distintos métodos precondicionados con ILU(0) para ORSREG1

10
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inversa de estructura diagonal. Los Modificados QMR y TFQMR convergen en menos iteracio-
nes que los correspondientes implementados clasicamente, aunque en el caso del Modificado
QMRCGSTAB esto no ocurre.

2 T T T

T
MQMR+diagopt
MQMRCGSTAB-+diagopt ------
MTFQMR-+diagopt -------
PECE T - \ QMR+diagopt -
0. e, T _ TFQMR+diagopt —-——~ 7]
b AR QMRCGSTAB+diagopt -~~~

log({Irliibil)

-14 I I 1 1
0 50 100 150 200

Iterations

Figura 3. Convergencia de distintos métodos tipo QMR precondicionados con Aproximada Inversa de estructura
diagonal para WATT1

5.3. Ejemplo 3: cuaref

Se trata de un problema en 2 — D de conveccion-difusién estacionario de un fluido sometido
a un campo circular de velocidades, de ecuacion vlg—g + UQg—Z - K (% + ‘327;‘) = (0 sobre un
dominio cuadrado €2, con condiciones de tipo Dirichletu = 0enz=1yu=1enxz =0,y de
Neumann, % = 0 en el resto de la frontera, siendo K = 3 el coeficiente de difusion dado en

[’”71 , Y v1, v9, la componentes del campo de velocidades,

vi=C(y—1/2)(z—2%), vw=C1/2—2)(y—vy°)
Se hatomado K = 1y para el coeficiente C de la velocidad un valor de 10°. La discretizacion
con elementos finitos da lugar a un sistema no simétrico de 7520 ecuaciones.
En la figura 4 se observa que el nUmero de iteraciones necesario para converger es menor para el
método MQMRCGSTAB que para el resto. Ademas, la curva de convergencia del MQMRCGS-
TAB es cercana a la del VGMRES y presenta un comportamiento similar a la del QMRCGS-
TAB. Este fendmeno se repite en otros experimentos realizados y no incluidos aqui.

11
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T
BiCGSTAB-+ssor
MQMRCGSTAB+ssor ------
QMRCGSTAB+ssor -------
VGMRES+ssor -

log((Irliibil)

12 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Iterations

Figura 4. Convergencia de diferentes métodos precondicionados con SSOR para cuaref

5.4. Ejemplo 4: convdifhor

Consideramos un problema de conveccion-difusion en 2 — D definido en un dominio cua-

dradro €2 por la ecuacion,
ou v 0*u
——K|=—+=—]|=F
e (83:2 * 8y2>
con un campo de velocidades horizontal dado por,
v1 =10* (y — 1/2) (z — 2*) (1/2 — )

siendo K, el coeficiente de difusion dado en [mTQ] yF = cip, el término fuente que depende de

las fuentes volumétricas y de las caracteristicas del medio, [“Z].

Los valores de K varian en Q desde 10~ a 10%, y los de F desde 10% a 1. Las condiciones

de contorno son Dirichletu = 0enx = 1yu = 1enz = 0, y Neumann, g—g = 0 en el resto de
la frontera.
El proceso adaptativo de refinamiento de mallas, ha dado lugar a un sistemas no simétrico con
3423 ecuaciones. La figura 5 muestra el efecto de la reordenacion en la convergencia del mé-
todo MTFQMR precondicionado con ILU(0). En este ejemplo se han aplicado tres algoritmos
de reordenacion, Grado Minimo, Minimo Vecino y Cutthill-MaKee Inverso (ver p.e. [4]). Los
resultados muestran que la reordenacién reduce casi a la mitad el nimero de iteraciones.

12
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T
MTFQMR+ilu
mdg.MTFOMR+ilu ------
e - T mN.MTFQMR+ilu -------
2 3 ' remMTFQMRH+lu - 1

log((Irliibil)
(=2}
T

-10

-11 1 1 1 1 ‘ 1 1 1
0 20 4 60 80 100 120 140 160

Iterations

Figura 5. Efecto de la reordenacion en la convergencia del MTFQMR precondicionado con ILU(0) para convdifhor

6. CONCLUSIONES

= Las versiones modificadas de los métodos de cuasi-minimo residuo proporcionan curvas
de convergencias mas suaves que las versiones originales, aunque el coste computacional
suele estar por encima. En los ejemplos analizados se ha comprobado que los algoritmos
Modificados poseen caracteristicas similares a las del GMRES, pero con un menor coste
computacional que éste. Este comportamiento mas robusto de los métodos de tipo QMR
Modificados ha permitido alcanzar la convergencia en algunos casos en que los métodos
originales no lo consiguieron.

= Se ha comprobado, asimismo, que el efecto de la renumeracion mejora sensiblemente la
velocidad de convergencia y, en particular, reduce el coste computacional cuando se uti-
lizan los precondicionadores ILU(0) y SSOR, ya que se mejora las caracteristicas de los
mismos. Por otro lado, el tiempo requerido para la reordenacion es siempre muy inferior
al total del proceso.
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