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Resumen

Las aplicaciones de métodos como diferencias finitas, elementos finitos, ele-
mentos de contorno, volimenes finitos, etc., para la obtencién de soluciones
aproximadas de problemas de contorno en derivadas parciales, desembocan en
la resolucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales de matriz tipo sparse.

Para resolver estos sistemas, ademds de los métodos directos basados ge-
neralmente en la factorizacion de la matriz del sistema utilizando la elimina-
cién gaussiana y de los métodos iterativos clasicos (Jacobi, Gauss-Seidel, Rela-
jacion,...), se han desarrollado en los dltimos afios otros métodos, basados en
los subespacios de Krylov, que presentan algunas ventajas respecto a los ante-
riores.

El objeto de esta tesis es el estudio de estos métodos de Krylov, principal-
mente de su aplicacién a la resolucién de sistemas no simétricos, asi como el de
algunas técnicas de precondicionmiento, almacenamiento y reordenacién de
los sistemas que los hacen maés efectivos.

El presente trabajo se estructura en dos partes. En una primera parte se pre-
senta un estado del arte de los métodos basados en los subespacios de Krylov y
de las técnicas anteriormente mencionadas. La segunda parte, pretende hacer
una nueva aportacién a algunos de estos métodos, concretamente a los mé-
todos de cuasi-minimo residuo, introduciendo una variante en su desarrollo
que consiste en resolver el problema de minimos cuadrados, correspondiente a
la cuasi-minimizacién, utilizando un método directo. Por dltimo, se presentan
una serie de experimentos numéricos para contrastar la eficacia de los distintos
algoritmos estudiados, utilizando diferentes formas de precondicionamiento y
reordenacién en cada caso y exponiendo las conclusiones extraidas de estos y
las posibles lineas de trabajo futuras.
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Capitulo 1

Introduccidon

1.1. Antecedentes

El cardcter numérico de las mateméticas data de la antiguedad en la que
esta ciencia debia hacer frente a problemas practicos con la finalidad de obte-
ner una solucién en forma de nimeros. La necesidad de nuevos planteamien-
tos para métodos niméricos ha supuesto que los modelos mateméticos para
representar los fenémenos fisicos se hayan ido perfeccionando de tal forma,
que resulta casi siempre mds apropiado buscar una solucién aproximada de
un modelo matematico complicado que una solucién maés exacta del problema
simplificado.

La solucién numérica de un problema con formulacién en derivadas parcia-
les pasa por un proceso de discretizacion (diferencias finitas, elementos finitos,
etc.), que permita valorar la solucién en un ntmero finito de puntos del domi-
nio. Esta discretizacion, conduce a la resolucion de un sistema lineal de ecua-
ciones cuyas incognitas son precisamente estos valores numéricos puntuales de
la solucién aproximada al problema fisico que ha generado dicho sistema.

La resolucién de estos sistemas de ecuaciones, fundamental en el proceso
de encontrar solucién a un problema, con las técnicas y métodos apropiados,
es el principal objeto de esta tesis.

La mayoria de las veces, el proceso de discretizacién da lugar a grandes sis-
temas de ecuaciones lineales de matriz tipo sparse. Los errores de redondeo y
el efecto de relleno que se produce en la aplicaciéon de los métodos directos de
factorizacion de la matriz del sistema, hacen méas adecuados los métodos itera-
tivos [4], teniendo especial relevancia entre estos tltimos los métodos basados
en los subespacios de Krylov, de mds reciente desarrollo.

Los métodos de Krylov [17, 35, 38, 84], utilizados para la resolucién de gran-
des sistemas lineales se obtienen para adaptarse, en principio, a dos requeri-
mientos basicos, esto es, minimizar una cierta norma del vector residuo sobre
un subespacio de Krylov generado por la matriz del sistema y que se traduce
en una convergencia suave sin grandes fluctuaciones y ofrecer un bajo coste
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computacional por iteracién y no exigir alta disponibilidad de almacenaje.

Para los sistemas de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es simé-
trica y definida positiva, el algoritmo del Gradiente Conjugado propuesto por
Hestenes y Stiefel en 1952 [39], y desarrollado en la practica a partir de 1970,
cumple los requisitos anteriores de minimalidad y optimalidad. Sin embargo,
para sistema no simétricos, no existen métodos que cumplan estos dos requisi-
tos simultdneamente sin afiadir inconvenientes y/o desventajas, por lo que los
métodos desarrollados (ver por ejemplo [86]) para estos casos, se obtienen para
adaptarse a uno de ellos, bien a la minimizacién, o bien métodos que ofrezcan
un bajo coste computacional y de almacenamiento.

Por otro lado, la convergencia de los métodos basados en los subespacios de
Krylov mejora con el uso de las técnicas de precondicionamiento y reordena-
cién de los sistemas. Ademds generalmente las matrices de los sistemas lineales
que se resuelven son sparse, por lo que es fundamental elegir un buen esquema
de almacenamiento que debe basicamente reducir el coste computacional y el
requerimiento de memoria en el ordenador [27].

1.2. Objetivos

Con los antecedentes anteriormente expuestos, los objetivos especificos de
esta tesis, con el fin de proporcionar herramientas adecuadas para obtener so-
luciones aproximadas de sistemas de ecuaciones lineales, son:

- Dar una visién general de los distintos métodos basados en los subespacios
de Krylov.

- Comprobar el efecto del precondicionamiento de los sistemas en la con-
vergencia de los algoritmos.

- Estudiar el efecto que producen algunas técnicas de renumeracién en la
utilizacién de algunos precondicionadores.

- Implementar una variante en los métodos de cuasi-minimo residuo y es-
tudiar su comportamiento con respecto a la implementacion clasica de éstos.

- Realizar un estudio comparativo de estos métodos entre si, en algunos
casos précticos, en general derivados de problemas de conveccién-difusion.

1.3. Metodologia

El presente trabajo se estructura en dos grandes bloques. Un primer blo-
que que abarca desde el capitulo 1 hasta el capitulo 7, en el que se presenta
un estado del arte de los métodos y de las técnicas anteriormente menciona-
das. El segundo bloque que consta de los capitulos 8 y 9, pretende hacer una
nueva aportacion a algunos de estos métodos, concretamente a los métodos de
cuasi-minimo residuo, introduciendo una variante en su desarrollo. Por tltimo
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se presentan algunos experimentos numéricos de aplicacién de todos los méto-
dos analizados. Las conclusiones obtenidas y las futuras lineas de investigacion
concluyen este trabajo.

En el capitulo 1 y a modo de introduccién se presentan los antecedentes y
los objetivos propuestos en el desarrollo de esta tesis.

En el capitulo 2 se definen los subespacios de Krylov y se hace un breve
resumen de los métodos de proyecciéon, dado que los métodos de Krylov estan
basados en un proceso de proyeccion sobre un subespacio de Krylov. Asimismo
se describen algunos algoritmos de utilidad para el siguiente capitulo.

El tercer capitulo esta dedicado al estudio de las tres grandes familias de
métodos de Krylov (ver por ejemplo [52]): métodos de ortogonalizacién, mé-
todos de biortogonalizacién, y por altimo, los métodos basados en la ecuaciéon
normal.

Dentro de los métodos de ortogonalizacion, que utilizan para su imple-
mentacion el algoritmo de ortogonalizaciéon de Arnoldi [1], se estudian los
métodos FOM (Full Orthogonalization Method) y GMRES (Generalized Minimum
Residual Method) [70]. (Distintas versiones de este algoritmo pueden verse en
[33, 42,43, 62,69, 87, 89]).

Para el caso particular de sistemas simétricos se estudia el método del Gra-
diente Conjugado, basado en el método de ortogonalizaciéon de Lanczos [44],
que es una simplificacién del algoritmo de Arnoldi para sistemas simétricos.

De entre los métodos de biortogonalizacién, basados en el algoritmo de
biortogonalizacion de Lanczos se estudian los métodos Bi-CG (Biconjugate Gra-
dient) [17] y sus variante, CGS (Conjugate Grandient Squared) [76] y Bi-CGSTAB
(Biconjugate Gradient Stabilized) [85], y los métodos de cuasi-minimizacién, QMR
(Quasi-Minimal Residual) [21] y sus variantes, TFQMR (Transpose-Free QMR) [20]
y QMRCGSTAB [6]. Por dltimo, dentro de los basados en la Ecuacién Normal,
los métodos CGN (Gradiente Conjugado para la Ecuacion Normal) [39] y LSQR
(Least-square QR) [63].

El capitulo 4 esta dedicado a las técnicas de precondicionamiento, que me-
joran sensiblemente la convergencia de los métodos anteriormente menciona-
dos. Ademads de presentar las distintas formas de precondicionamiento, por la
izquierda, por la derecha y por ambos lados, se estudian algunos tipos de pre-
condicionadores, el de Jacobi, el SSOR, el ILUT, y como caso particular de éste
el ILU(0), y, por dltimo, el de la Aproximada Inversa de estructura Diagonal,
denominado en este trabajo como precondicionador Diagonal Optimo. Otros
tipos de precondicionadores han sido propuestos en los tltimos afios (ver por
ejemplo [7, 53, 77,78, 83, 95]).

El capitulo 5, esta dedicado a los esquemas de almacenamiento [67, 68, 72],
que estdn orientados a reducir el coste computacional y el requerimiento de
memoria en el ordenador, ya que las matrices de los sistemas que se pretenden
resolver son de tipo sparse.

El estudio de distintas técnicas de reordenacién son presentadas en el ca-
pitulo 6. Estas técnicas, que se aplicaban fundamentalmente en la resoluciéon
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de sistemas por métodos directos y que estan basadas en la teoria de grafos,
proporcionan matrices con ancho de banda o perfil menor, lo que reduce, en
ciertos casos, el coste de almacenamiento y son utilizadas en los algoritmos
precondicionados con ILU o SSOR (distintas formas de reordenacién para di-
versos algoritmos precondicionados pueden verse en [13, 18, 45, 46, 49, 57])

En el capitulo 7 se presentan las versiones precondicionadas de los algorit-
mos estudiados en el capitulo 3. En el caso particular del algoritmo GMRES, el
precondicionamiento da lugar a nuevas versiones de este, como es el caso del
FGMRES (Flexible GMRES) [71] y una variante de éste, el VGMRES [24, 52].

En el segundo bloque, el capitulo 8 introduce una variante en los méto-
dos de cuasi-minimo residuo, QMR, TFQMR y QMRCGSTAB, proponiendo, de
forma andloga a como se hace en la versién del GMRES propuesta por Galan
[25, 26], la resolucion directa del problema de minimos cuadrados que plantean
estos métodos, esto es, haciendo una factorizaciéon LU en lugar de la factoriza-
cién QR tradicional.

En el capitulo 9 se estudian las diferentes formas de precondicionamiento
(ver por ejemplo [34, 51, 79, 82]) para los métodos de cuasi-minimo residuo
modificados.

Por ultimo, en el capitulo 10 se realizan diversos experimentos numéricos
en los que se aplican a distintos problemas algunos de los algoritmos anterio-
res y con los que se pretende comparar el comportamiento de unos respecto de
otros y estudiar la eficacia de los distintos precondicionadores y de las técnicas
de reordenacioén. Existen muchos trabajos publicados que presentan estudios
comparativos de métodos iterativos para la resolucién de grandes sistemas de
ecuaciones lineales aplicados a la resolucion de distintos problemas de ingenie-
ria, ver por ejemplo en Elasticidad [10, 88], Electromagnetismo [14], Andlisis
estructural [9, 73], Mecénica de fluidos [11], Campos de viento [55, 91, 92], y
problemas de Conveccién-Difusion [50, 66, 80, 94], entre otros.

En esta tesis se han realizado distintos experimentos tanto para sistemas
simétricos como no simétricos y para distintos casos practicos, que se han ex-
traido entre otros de problemas resueltos con Cédigo NEPTUNO, desarrollado
por Ferragut y otros [16], de la Harwell-Boeing Sparse Matrix Collection [12] y de
la simulacién de un filtro de carbén activo desarrollado por el grupo LaCan de
la Universitat Politécnica de Catalunya [15]. Se ha prestado especial interés a
los problemas de Conveccién-Difusién por ser una de las principales lineas de
trabajo que abarca el proyecto de investigacion del que forma parte esta tesis.

Asimismo, en este capitulo se compara el comportamiento de la variante
desarrollada de los métodos de cuasiminimo residuo con el de los métodos
implementados tradicionalmente, para algunos casos précticos.

Por ultimo en el capitulo 11 se presentan las conclusiones y futuras lineas
de investigacion.



Capitulo 2

Preliminares

Los métodos basados en los subespacios de Krylov, se han desarrollado para
la resolucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales

Ax=Db (2.1)

donde la matriz A es no singular y de tipo sparse. Estan basados en un proceso
de proyeccién sobre un subespacio de Krylov que es generado por vectores de
la forma p(A)v. Estas técnicas aproximan A ~'b por p(A)b donde p(A) es un
polinomio matricial elegido adecuadamente.

2.1. Subespacios de Krylov

En los métodos iterativos, las sucesivas aproximaciones del sistema (2.1),
vienen dadas por una relacién de recurrencia de la forma,

Xk+1 = Xk + B_1 (b — AXk) (22)

o bien,
Bx;,1 = Cx; + b,siendoC =B — A (2.3)

La eleccién de las matrices B y C en funcién de la matriz A permiten obte-
ner los métodos clasicos de Jacobi, Gauss-Seidel o de Relajacion.

Estas expresiones, (2.2) y (2.3), también se pueden escribir en funcién del
vector residuo r, = b — Ax; como,

Xpi1 = X + B lry, (2.4)

De esta forma, dada una aproximacién inicial x,, las sucesivas iteraciones
se podrian expresar,

X1 = Xg + Bilro



6 Preliminares

X9 = X1 + B’lrl = Xg + Bilro + B! (b — AXl) =
=x9+B7'rg+ B! (b — Axg — AB7'ry) =
= X + 2B_1I'0 — B_lA (B_lro)

X3 = Xo + Bilrg

X4 = X3 + Bilrg

X = Xp—1 + B7lr,
En el caso en que B = I quedaria,
X1 = Xg + Iy

X2:X1+r1:X0+r0+(b—AX1):X0+r0+(b—AXO—AI'0):
:X0+2r0—Ar0

X3:X2+I'2:X0+2r0—AI’0+(b—AX2):
:X0+2r0—Ar0+(b—Axo+2Ar0—Azro) :X0+2I'0+AI'0—A21'0

X4:X3+I'3

Xk = Xp—1 + -1

Es decir que la k-ésima iteraciéon de la solucién aproximada se puede ex-
presar como suma de la aproximacién inicial y una combinacién lineal de k

vectores,
X = Xgo + C.L. {I’Q, AI‘Q, A2r0, ceey Ak_lro}
Por tanto,
Xp = Xg + [ro, Arg, A’rg, ..., Ak_lro} (2.5)

El subespacio K (A;r,) de base [ry, Ary, A’rg, ..., A¥"'r¢], es llamado su-
bespacio de Krylov de dimensién k correspondiente a la matriz A y al residuo
inicial ry.

2.2. Meétodos de proyeccion

Dado el sistema (2.1), tal que la matriz A es real y no singular, sean £y
K dos subespacios de R" de dimensién k. Una técnica de proyeccioén sobre el
subespacio K y ortogonal a £ es un proceso para encontrar una solucién x
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aproximada del sistema anterior, imponiendo la condicién de que x pertenezca
a Ky que el nuevo vector residuo sea ortogonal a L. Esto es,

Encontrar x € K, talqueb —Ax 1L £

Redefinimos pues, nuestro problema. Sea x, una aproximacién inicial, en-
tonces x debe estar en el espacio afin x¢ + K,

Encontrar x € xo + K, talqueb — Ax 1 £

Si expresamos la solucién aproximada por x = x, + ¢ y el vector residuo
incial es rp = b — Ax, entonces tendrd que cumplirse,

b—A(xg+0) LL=ro— A5 L L

Es decir que la solucién aproximada x del sistema Ax = b, queda definida

como,
X =x0+6,6 €K/ (rg— As,w) =0, Vw €L (2.6)

La representacion matricial de la condicién de ortogonalidad del residuo,
expresada en la ecuacién (2.6) la haremos de la siguiente forma:

Sea V = [vy Vs, ..., vi] la matriz n x k cuyos vectores columnas forman una
base del subespacio K, y sea W = [w; wo, ..., wy| la matriz n x k cuyos vectores
columnas forman una base del subespacio L. Si la solucién aproximada del
sistema Ax = b la escribimos como,

X =Xg+ Vy

por (2.6),
(ro — AVy,w) =0,Vw €£

o lo que es lo mismo,
WTAVy = W'y,

entonces, si la matriz n x n = WTAV es no singular, la solucién aproximada
vendrd dada por,

x =%+ V (WTAV) " WTr, 2.7)

donde, si A es simétrica definida positiva y £ = K, o bien si A es no singular y
L = AK, entonces la matriz W7 AV es no singular para las bases V'y W de K
y L respectivamente (ver por ejemplo [72]).

En el primer caso, A simétrica definida positiva y £ = K, la solucién apro-
ximada X es el resultado de un método de proyeccién ortogonal sobre C, si 'y
s6lo si minimiza la norma euclidea del error sobre x( + KC,

E(X) = min F(x)

xEx0+IC

siendo,
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E (x) = [A(x*—x),x*—x]%

donde x, representa la solucién exacta del sistema (2.1).
La condicién necesaria y suficiente para que el resultado de minimizar F (x)
sea X es que x, — X sea A-ortogonal a todo el subespacio K, es decir que,

A (x.—X),v] =0, Vvek

que equivale a,

(b— A%, v) =0, Wvek

que es la condicion de Galerkin definiendo un proceso de proyeccién ortogonal
para la aproximacion x.

En el seguno caso, si A es no singular y £ = AK, la solucién aproximada
x es el resultado de un método de proyeccion oblicua sobre K, ortogonalmente
a L si y s6lo si minimiza la norma euclidea del vector residuo b — Ax sobre
X €x9+ I,

RR) = it R

siendo,

R(x) = ||b— Ax]

La condicién necesaria y suficiente para que el resultado de minimizar R (x)
sea X es que b — AX sea ortogonal a todos los vectores de la forma v = Ay,
donde y € K, es decir que,

(b—AX,v) =0, VveAK

que es la condicién de Petrov-Galerkin que define la solucién aproximada x.

2.3. Método de Arnoldi

Introducido en 1951 [1] se basa en reducir una matriz densa a una matriz de
Hessemberg cuyos autovalores, obtenidos en un niimero de pasos menor que
n, proporcionan una aproximacién exacta de algunos autovalores de la matriz
original, a la vez que genera un sistema de vectores ortonormados.

ALGORITMO DE ARNOLDI
Elegir un vector v,/ || v; ||=1
Desde j =1, ..., k hacer
Desde i =1, ...,  hacer
{H}z’j = (Av;, vi);
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w; = Av; — {H};;vi;

Fin
{H}j+1,j :Hl Wi . Si {H}j+1,j = 0 parar
Vi = ——— W

Fin

Los vectores vy, Vo, ..., v;, obtenidos en el algoritmo de Arnoldi forman una
base ortogonal del subespacio de Krylov,

Kr(A;v,) =C.L. {Vl, Avy, Avy, .., Akilvl}

Estos vectores v;(j = 1,...,k) son ortonormados por construccién. Cada
vector del subespacio Ky (A;v,) es de la forma ¢;_1(A)v;, donde ¢;_; es un
polinomio de grado (j — 1). En efecto, se puede demostrar por induccién,

Para j =1, vy = qo(A)vy/ w(A) =L

Asumiendo que el resultado es valido para todo entero i < j y considerando
V;1, entonces,

J J
hj+1,jvj+1 = AVj - Z hz‘sz' = Aij1(A>V1 - Z hz’jQi71<A>V1 (2.8)
i=1 i=1

Por tanto v, puede ser expresado como ¢;(A)v;, donde ¢; es de grado j.

Llamando V;, a la matriz n x k cuyas columnas son los vectores v; con
j =1,..,ky Hy alamatriz (k + 1) x k de Hessemberg cuyas entradas no nu-
las h;; son obtenidas en el algoritmo de Arnoldi, y por H;, la matriz obtenida
eliminando la dltima fila de Hy, entonces es inmediato comprobar que:

VIAV, = H, (2.10)

En la préctica, el algoritmo bésico de Arnoldi se sustituye por el Modificado
Gram-Schmidt, que es en aritmética exacta mateméaticamente equivalente pero
maés eficiente. Este algoritmo se describe a continuacién:

ALGORITMO DE ARNOLDI MODIFICADO GRAM-SCHMIDT
Elegir un vector vq/ || v [|=1
Desde j =1, ..., k hacer
w; = Avj;
Desde i =1, ..., j hacer
{H},; = (w;, vi);
W = W; — {H}m Viy
Fin
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{H}j-i-l,j :H Wi ||/ Si {H}j+17j =0 parar
1
’ {H},

Fin

2.4. Meétodo de Lanczos

Es una simplificacién del algoritmo de Arnoldi [1] para el caso de matrices
simétricas ya que los coeficientes h,; generados por el algoritmo son tales que,

hij=0paral <:<j—1
hjjs1="nhjt15,7=1,2,..k

con lo que la matriz H;, obtenida del proceso de Arnoldi es tridiagonal y simé-
trica.
La solucién estandar del método es,

hj-1; = B

y si denotamos por T}, la matriz resultante del algoritmo de Lanczos,

a3
Ba s P
T, — o (2.11)

Bi—1 ogp—1 Dk

Blc 75

ALGORITMO DE LANCZOS
Elegir un vector vi/ || vi [|=1, 61 =0,vo =0
Desde j =1, ..., k hacer
w; = Av;—3;v;_y;
aj = (W;,v;);
Wi = W; — Q;Vy,
B =|| V‘l’j . Si Bj41 = 0 parar;
Vi = ij

Fin

Donde los vectores v; (i = 1,2, ...) son ortonormados.
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2.5. Meétodo de biortogonalizacién de Lanczos

Es una extension del método de Lanczos [44], [47], para el caso de ma-
trices no simétricas. Genera dos sistemas de vectores vq,..., vy y Wy,..., Wy,
k=1,2,...,tal que,

Ki (A;vy) =C.L. {Vl, Avy, A%y, ., Akilvl}

Yy
ICh. (AT; Wl) =C.L. {wl, Alwy, (AT)2 Wi, ..., (AT)k_1 Wl}

y que satisfacen la condicién de biortogonalidad,

(vi,wy) = { P (2.12)

ALGORITMO DE BIORTOGONALIZACION DE LANCZOS
Elegir dos vectores vy, wy/ (vi,wy) =1
1=01=0,wyg=vy=0
Desde j =1, ..., k hacer

aj = (Av;, w;);

Vit = AV — a5V = GV

Wi = ATw; —a;w; — 6;w;_y;

Oj1 = (V41 VA"J’+1>‘1/2~ Sidj1 = 0 parar;

(Vit1, W)

4

Bijt1 =
0j41
Wit1 = 5 Wit
B+
L.
Vitl = Vit
j+1
Fin

Los pardmetros 0,1, y [;+1 son factores de escala para los vectores v;.;
y W;4+1, respectivamente, y deben ser elegidos de forma que se asegure que
(Vj+1,Wjq1) = 1, por tanto,

0j+10j+1 = (Vit1, Wit1) (2.13)
También se podria escalar los vectores v;.; v w.,; por su norma-2, pero en
j+ J+

ese caso el producto (v, 1, w; ;) serfa distinto de 1 y habria que modificar el
algoritmo.
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Consideramos el caso en que d;.1, 341 satisfacen la relacién (2.13). Deno-
tando por T, la matriz tridiagonal,

ar [
0y gy B3
03 a3
T, = . (2.14)
Qp—2  Pr-1
Ok—1 u—1 B
519 (%3

si se determinan d;,1 y ;11 en el algoritmo, entonces los 9,4, son positivos y
Bjy1 = £0j11.

Como los vectores v;, i = 1, ..., k pertenecen al subespacio K (A;v,) y los
w;,j = 1,..., k al subespacio (AT; Wl), podemos demostrar que forman un
sistema biortogonal tal que,

<VZ',WJ'> :51']' 1§’l, jg k

Ademas, {v;},_; , esunabase de Ky (A;v,)y {w;},_, , esunabasede
Kr (AT;w,) y se cumplen las siguientes relaciones,

AV, =V, Ty + 0k 1Viief (2.15)
AW, = W, T + BriWipief, (2.16)
WAV, =T, (2.17)

La demostracién de la biortogonalidad de los vectores v;, w; la podemos
hacer por induccién. Si (vy,w;) = 1y asumiendo que los vectores vy, ....,v; y
W1, ..., W; son biortogonales, vamos a demostrar que los vectores vy, ..., v;11y
W1, ..., W, 41 también son biortogonales.

Primero veamos que (v, w;) = 0 parai < j. Cuando i = j, entonces,

(Vi wi) = 053 [(Avy, wy) — aj (vi, w5) = B (vj1, w;)]

Pero por hipétesis de induccién (v;_1, w;) = 0. Los otros dos términos se
cancelan uno con otro por la definicién de «; y porque (v;, w;) = 1.
Consideremos ahora el producto (v;;;, w;) conoi < j,

(Vien, wi) = 073 (A, wi) = g (vj, wi) = 3 (v, wi)] =
= 01 [(vis ATwi) = B (v, wi)] =

= 5j_+11 (Vj, Bis1Wip1 + aw; + 0 w,_1) — 55 (v_1, W;)]
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Para i < j — 1, todos los productos en la anterior expresiéon se anulan por la
hipétesis de induccion. Para i = j — 1, el producto es,

(Vir1, wi1) = 0 [(vy, Bywy + Wy + 650w 0) — G5 (Vi1 W)

=070 (B (vi, wy) = By (vim1, W) = 0

Se puede probar de la misma forma que (v;, w;11) = 0 parai < j. Finalmen-
te, por construccién (v, w,41) = 1, con lo que se completa la demostracion.

Las relaciones anteriores (2.15-2.17) nos permiten interpretar el algoritmo.
La matriz T, es la proyecciéon de A obtenida por un proceso de proyeccién obli-
cua sobre K, (A; v,) y ortogonalmente a j, (AT; Wl). De forma similar T?, re-
presenta la proyeccion de AT sobre K, (AT; w,) y ortogonalmente a Ky, (A; v,).

Observamos que con este método debemos resolver dos sistemas lineales,
uno con la matriz A y otro con la matriz A", aunque desde un punto de vista
préctico, este algoritmo presenta algunas ventajas sobre el de Arnoldi, porque
requiere s6lo unos pocos vectores de almacenamiento. Ademas, se han desa-
rrollado algunas técnicas alternativas para no tener que resolver el sistema con
AT,

Sin embargo, el método presenta en ocasiones bastantes inconvenientes ya
que los factores de escala para los vectores de Lanczos hacen que puedan acu-
mularse excesivos errores de redondeo, e incluso llegar a anularse produciendo
el “rompimiento” del algoritmo. Una modificacién de éste, The Look-ahead Lanc-
zos [64], propuesto por Parlett-Taylor-Liu, trata de subsanar en lo posible estos
problemas.

2.5.1. Variante Look-Ahead del método de Lanczos (LAL)

La variante "“look-ahead” del proceso de biortogonalizaciéon de Lanczos, de-
sarrollada por Parlett, Taylor y Liu [64], para generar una base en el subespacio
de Krylov inducido por la matriz del sistema, se plantea para evitar el posible
“rompimiento” que podria suceder en el proceso de Lanczos.

Como en el proceso clasico de biortogonalizacién de Lanczos, el LAL genera
dos sistemas de vectores vi,..., vy y Wy,..., Wy, kK =1,2,..., tal que,

Ki (A;vy) = C.L. {Vl, Avy, A%y, ., Akilvl}

Yy
Kk (AT; w,) =C.L. {Wl, Alwy, (AT)2 Wi, ..., (AT)k_1 Wl}

y que satisfacen la condicién de biortogonalidad,

(vi, ;) = { . PR (2.18)
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Debido a esta condicién podria ocurrir que w}, ;vii1 = 0 con wiyy # 0y
Vi41 7 0 pero muy préximos a cero y ocasionar el “rompimiento” del proceso de
Lanczos.

Los vectores vy, ..., v,y Wy, ..., Wy son agrupados en N = N (k) bloques,
{ Vl = [I:Vklu Vkl+17 . 'Vkl+171:| , l — 17 27 o N _ 1 (2.19)
Wl = |Wg,, W41, - - Wkl+1*1
VN = [VkN Vin+1s .- .Vk]
’ ’ 2.20
{ WN = [WkN,WkNJrl,...Wk] ( )

con,
l=k <k <..<k<..<ky<kni

Los bloques son construidos tal que, en lugar de (2.18), tenemos,

Wle_{Dlsij:l j,l=12...N (2.21)
donde,
D; esnosingular, [ =1,2,... N —1 (2.22)
Yy
D, esnosingularsi k = kyiq — 1 (2.23)

En consecuencia, si denotamos el nimero de vectores en cada bloque por,
b=k —kl=1,2,...N—=1,hy=k—ky

Los primeros vectores v, y wj, en cada bloque son llamados “regulares” y
los restantes vectores son llamados “internos”. E1 N—ésimo bloque es llamado
"completo” si k = kni1 — 1; en este caso, en el siguiente paso k£ + 1, es colocado
un nuevo bloque con vectores regulares vy, , y Wy, ,. Pero si por el contrario
k < kni1—1, el N—ésimo bloque es “incompleto” y en el siguiente paso, los vec-
tores de Lanczos vj1 y Wy41 son afiadidos al N—ésimo bloque como vectores
"internos” .

ALGORITMO LAL
Elegir dos vectores vy, w1/ [[vi|| = ||w1]| = 1;
Vi=v, W, =w;, D, =WV,
k?l :1,N:1,V0:W0:0,V0:W0:(0),p1 :Cl :1,
Parak =1,2,...:
1) Decidir para hallar v, y wjicomo vectores “regulares” o “internos”
eir a 2) 6 3), respectivamente;
2) (Paso regular) Hacer
Viil = Avy — VDYWL Av, — Vy DY WL Av,
Wis1 = ATwy, — WD VIATwW, — Wy DY VL ATw,
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kN—l—l :k?+1,N: N+1,VN:WN = (O),eira4)
3) (Paso interno) Hacer
Vi1 = AV = Gy Vi — (Th—in /) Vie1 — Vo1 DL W Ay
W1 = ATWy — Gy Wi — (Me—ky /C) W1~
~Wy_ 1Dy, VL ATwy
4) Hacer pyy1 = [[Visall y Gorr = [[Wia[f;
Si pr11 =00 (1 = 0, parar;
En caso contrario,

Vi+1 Wit
V41 = ; Wiyl =
Pk+1 Cht1
T
Vy=[Vn,Vis1, Wy=|[Wy,w,], Dy=WLVy

Fin

Notese que si solo se ejecutan pasos del tipo 2) (requlares), entonces todos
los bloques tienen dimensién h; = 1y el algoritmo se reduce al cldsico proceso
de biortogonalizacién de Lanczos.

Es conveniente introducir una nueva notacién de la forma,

V(k):[Vl,VQ,...Vk] (: [Vl V2 VN ])/
WO = [wy, wy, ... Wy (: [ W, Wy, ... Wy D
Entonces,

Kr(A;vy) = {V(k)z} ,
Kk (AT;wl) = {W(k)z}

El resultado del algoritmo look-ahead Lanczos es una relacioén de la forma,
AV®H) — yr)p®) (2.24)

donde, T® es una matriz k+1)xk,
T (k)

mk) ( (k)) _ T
T = T |, e =10 ... 01
( Pk+1 (el(ck)> ) g [ ]

siendo T™ una matriz tridiagonal por bloques,

a; o
dy o 53
(53 (0%

aN_2 ﬁN—1
ON—1 Qn-1 ﬁN
5N anN
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con,
* * 0 0 *
0 0 Pk
pkl+1 * O
o = ('] pkl+2 . . 0 , 51 _
: ST x 0 oo e 0
0 0 pkl+171 *

y los bloque 3 son generalmente matrices llenas. Ademads, las matrices o, 3
y & paral = 1,2,... N — 1 tienen dimensiones h; x hy, hy_y X hy y hy X hi_y,
respectivamente. Las matrices ay, ﬁN y ¢ dn correspondientes a los bloques N

tienen dimensiones h N X h N, hnv_1 X h NY h ~N X hn_1, respectivamente y h N = hy
si el bloque es “completo”.



Capitulo 3

Métodos basados en los subespacios
de Krylov

Estos métodos utilizados para la resoluciéon de grandes sistemas lineales, se
obtienen para adaptarse, en principio, a dos requerimientos bésicos que son:

a) Minimizar una cierta norma del vector residuo sobre un subespacio de
Krylov generado por la matriz del sistema y que se traduce en una convergen-
cia suave sin grandes fluctuaciones.

b) Ofrecer un bajo coste computacional por iteracion y no exigir alta dispo-
nibilidad de almacenaje.

Sin embargo, esto no es siempre posible. S6lo en sistemas de ecuaciones li-
neales cuya matriz de coeficientes es simétrica y definida positiva, el algoritmo
del Gradiente Conjugado propuesto por Hestenes y Stiefel en 1952 [39] y de-
sarrollado en la practica a partir de 1970, alcanza, salvo errores de redondeo,
teéricamente la solucién exacta en un nimero de iteraciones igual a la dimen-
sién del sistema y cumple los requisitos esenciales anteriores de minimalidad
y optimalidad.

Cuando la matriz del sistema no cumple las condiciones de simetria y po-
sitividad, el método del Gradiente Conjugado no es aplicable y en general, no
existen métodos que cumplan los dos requisitos anteriores simultdineamente
sin afiadir inconvenientes y/o desventajas. Por todo ello, los métodos utiliza-
dos para estos sistemas, se obtienen para adaptarse a uno de ellos, bien a la
minimizacién, o bien métodos que ofrezcan un bajo coste computacional y de
almacenamiento.

Los podemos agrupar en tres grandes familias (ver [61]): métodos de orto-
gonalizacién, métodos de biortogonalizaciéon y métodos basados en la Ecuacién
Normal.
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3.1. Métodos de ortogonalizacién

Estan basados en un proceso de proyeccién ortogonal sobre un subespa-
cio de Krylov de dimensién menor que la del sistema. Las largas recurrencias
de estos métodos hacen que el coste computacional y la memoria ocupada au-
menten considerablemente con el nimero de iteraciones. Se fundamentan en el
algoritmo de ortogonalizacién de Arnoldi.

3.1.1. Método de Arnoldi para sistemas lineales (Método FOM)

La aplicaciéon del método de Arnoldi a los sistemas lineales de ecuaciones se
realiza de la siguiente forma: dado el sistema Ax = b, sea x(, una aproximacién
inicial a partir de la cual se construye una secuencia de vectores x;, € xo + Ky,
siendo Kj, = C.L. {ry, Ary, A’ry, ..., A¥'ry} con ry = b — Ax, imponiendo la
condicién de ortogonalidad,

b — AXk 1 le
como la solucién aproximada del sistema viene dada por,
Xi = Xo + Viyi (3.1)

entonces,
b— A (XO + kak) 1 ICk = Iy — Akak 1 ’Ck

es decir que,
ViAV,y; = Vi

y teniendo en cuenta la ecuacion (2.10),
H.yr = Vi1
sivy =rg/ || ro || entonces,
Viro = Vi (Bv1) = fe,
siendo 3 =|| r ||, por tanto,

yr =H; ' (Be) (3.2)

Basado en esta aproximacién y llamado Método FOM (Full Orthogonalization
Method), este método aplica en cada paso el algoritmo de Arnoldi modificado
Gram-Schmidt para resolver el sistema de ecuaciones (2.1).

ALGORITMO FOM
Aproximacioén inicial xo. ro =b — Axg, f =| ro ||, y Vi =10/
Definir la k& x k matriz H;, = {H} . poner H, =0

ij=1,...,
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Desde j =1, ..., k hacer
w; = Avj;
Desde i =1, ..., j hacer
{H}z’j = (wj, vi);
w; =w; — {H};; vi;
Fin
{H},,,; :lej I;Si{H},,,; = 0poner k = j y parar
Ty,
Fin
Resolver H,y, = fBe;
Calcular x;, = x¢ + V,yx

El vector residuo de la solucién aproximada x;, obtenido con el algoritmo
FOM ser3,

T
b — Axj = —hp 1€, Yi Vit

y entonces,
| b—Ax; ||=hrix ’eg}’k} (3.3)

El coste computacional de este método es de orden (k?n) debido al proceso
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt y el coste de almacenamiento es de (kn),
lo que supone que para 6rdenes grandes de n, la dimensién del subespacio K,
también es grande. Existen alternativas para paliar este problema como son el
algoritmo Restarted FOM que periodicamente hace un restart, esto es, se ejecu-
tan un ntimero prefijado de iteraciones para obtener una solucién aproximada
y se usa ésta como inicializacién en una siguiente aplicacién del algoritmo (ver
por ejemplo [2]), y los algoritmos IOM y DIOM que se basan en el truncamiento
de la ortogonalizacién de Arnoldi [72].

3.1.2. Msétodo de Minimo Residuo Generalizado (GMRES)

El algoritmo GMRES [70, 72] aproxima la solucién de forma similar al algo-
ritmo FOM visto anteriormente.

Es un método de proyeccién basado en que K = K, y £ = AK), donde K, es
un subespacio de Krylov de dimensién k, lo que equivale a minimizar la norma
del residuo.

Asi, el desarrollo del algoritmo consiste en encontrar un vector x de x, + K,
tal que,

X =Xo + Viy

imponiendo la condicién de minimo para,

J(y) = [[b — Ax]| (3.4)
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y como,
b—Ax=b— A (xo+ Viyy) =ro—AV,y
Teniendo en cuenta la ecuacion (2.9) y vi =ry/ || ro || obtenido del algoritmo
de Arnoldi y llamando 3 =|| r, ||, entonces,

b — Ax = Bv; — Vi Hyy
pero, vi = Vi€, cone; € 8?’““, por tanto,
b — Ax = Vi1 (fe; — Hyy) (3.5)
y la ecuacién (3.4) quedars,

J(y) = || Vis1 (Ber — Hyy) ||

Como las columnas de la matriz V., son ortonormales por construccion,
podemos simplificar la anterior expresion,

J(y) = ||(Ber — Hyy) || (3.6)

El algoritmo GMRES busca el tnico vector de x, + K, que minimiza la fun-
cional J(y).

ALGORITMO GMRES
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy; B
Definir la (k + 1) x k matriz H, = {H},_, ;. |- Poner Hy = 0.
Desde j =1, ..., k hacer
Wj = AVj
Desdei =1, ..., j hacer
{H}ij = (wj, vi);
w; =w; — {H},;vi;
Fin
{H}, ., =l w; [l;Si{H}, , ; = 0 poner k = j y parar
1
Vil =t Wi
’ {H},, 0 ’

Fin B
Hallar y; que minimiza H (ﬁel — Hky) ;
Determinar x;, = xo + Vy siendo Vi = [vy, Vo, ..., Vi;
Calcularr;, = b — Ax;

Igual que ocurria en el algoritmo FOM, el algoritmo GMRES, resulta im-
practicable cuando k es muy grande, ya que conlleva un elevado coste compu-
tacional y de almacenamiento, por lo que se procede de forma analoga usando
las técnicas restart y de truncamiento.
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ALGORITMO RESTARTED GMRES
1) Aproximaci6n inicial xo. ro = b — Axo, 8 =[[ 1o ||, y vi = 10//3;

2) Generar la base de Arnoldi y la matriz H;, usando el algoritmo de Arnol-
di;

3) Iniciar con vy; B

4) Hallar y; que minimiza H (ﬁel — Hky) H y X, = X0 + Vi¥i;

5) Si se satisface entonces parar. En caso contrario poner x, := x; y volver
al paso 1.

3.1.3. Método de Lanczos para sistemas simétricos

La aplicaciéon del método de Lanczos a los sistemas lineales de ecuaciones
se realiza de la siguiente forma:

Dada una aproximacion incial x, del sistema de matriz simétrica, definida
positiva Ax = b, y obtenidos los vectores v; (i = 1,2, ...) del algoritmo de Lanc-
z0s, junto con la matriz tridiagonal T}, la solucién aproximada obtenida por un
método de proyeccion ortogonal sobre K, viene dada por,

X, = X0 + Viyi

Y = Tgl (Beq)

ALGORITMO DE LANCZOS PARA SISTEMAS LINEALES
Aproximacién inicial xg.ro =b — Axg, § =| 1o ||, y Vi =10/
Desde j =1, ..., k hacer
w; = Av;—[;v;_i(si j = 1 poner 3;vy, = 0);
a; = (W;,v;);
Wi = Wj — Q;Vy,
Bit1 =l Vi’j I;
YT B
Fin
Generar las matrices T, = tridiag(5;, o, Biv1), Y Vi = [V1,V2, ..., Vi,
Resolver Ty, = [e;
Calcular x;, = x¢ + Viyx
donde el vector residuo de la solucién aproximada x;, es tal que,

b — Axj, = —Bri1€f YVt (3.7)

3.1.4. Método del Gradiente Conjugado (CG)

Una variante del algoritmo de Lanczos [41], se puede obtener mediante el
truncamiento del proceso de ortogonalizacion realizando una factorizacién de
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la matriz T}, en L, Uy, esto es,

1 m e
Ay 1 2 B3
T, = . . . % . . (3.8)
A1 1 -1 Bk
A 1 Mk

entonces, la solucién aproximada vendra dada por,
X, = Xg + VkUlzllel (ﬁel)

haciendo,
P, =V, U"!

z, = L' (Ber)

quedars,
X = Xp + Pka (39)

La dltima columna pj, de la matriz Py, puede ser calculada a partir de las
previas p; y v, de la expresion,

Pr =" [Vi — BiPr_1]

donde 3} es obtenido en el algoritmo de Lanczos y 7, se obtiene de la factori-
zacién de T, esto es,

py— ﬁ (3.10)
Mk—1
M = ok — ArB (3.11)
Si hacemos,
[
Ck
donde ¢ = —\;(;—1, podremos escribir,

X, = Xp—1 + CkPk

que proporciona una nueva version del Algoritmo de Lanczos para sistemas
lineales.

ALGORITMO D-LANCZOS
Aproximacioén inicial xo. 1o =b — Axy, (G = S =| 1o ||, y vi =1/
M=03=0,pp=0
Desde k = 1,2, ... hasta converger, hacer
W= Avy—pvi1y ap = (W, Vg);
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Si k > 1 entonces )\, = 77& Y Gk = —ACr-1;
k—1

Me = o — A

Pk =1 [Vi — BePr—1]

X = Xp—1 + CiPrk

Si x;, converge Fin

W =W — Vg,

Brr1 =l w ||;
1

VR =
+

Fin

Este algoritmo es matemadticamente equivalente al anterior, es decir, pro-
porciona la misma solucién aproximada, pero este tltimo calcula la solucién
del sistema tridiagonal T}y, = (e, progresivamente utilizando la eliminacién
Gaussiana de forma implicita.

Los vectores residuos generados son ortogonales y los vectores p; son A-
ortogonales, o conjugados.

Efectivamente, cada vector residuo es tal que r;, = 04 vy, donde o, es un
cierto escalar, por tanto como los vectores v; son ortogonales, los vectores resi-
duos también lo seran. Por otro lado como P, = VkU,;l, entonces,

PIAP, = (V,U; 1) AV, U, =

=U."VIAV, U, ' = U, "T, U, ! =

= IJ'];TL]g
que es una matriz triangular inferior, necesariamente simétrica. Por tanto, la
matriz P} AP}, es diagonal y como consecuencia los vectores p; son A-ortogo-
nales, es decir que (Ap,,p;) = 0sii # j.

El método del Gradiente Conjugado estd basado en una técnica de proyec-

cién ortogonal sobre el subespacio de Krylov K (A;r;) donde r es el residuo

inicial y se fundamenta en el algoritmo D-Lanczos de la siguiente forma:
Una aproximacién x;; puede ser expresada,

Xjt1 = X; + ;P (3.12)
entonces, los vectores residuos deben satisfacer que,
ri =T1; — a;Ap; (3.13)
estos vectores residuos son ortogonales,
(rj — a;Ap;,r;) =0
por tanto,

o — <7§";ri>'> (3.14)
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como las siguientes direcciones p;;; son una combinacién lineal de r;1; y p;,
después de reescalar los vectores p apropiadamente,

Pj+1 = Tjy1 + 5Gp; (3.15)
con lo cual,
(Ap;,1;) = (AP;. p; — B-1Pj-1) = (Ap;,Pj)

ya que Ap, es ortogonal a p;_;. Entonces, teniendo en cuenta (3.14) y (3.15)
obtenemos que,

ﬁ‘ _ _<rj+17 Ap]>
’ (p;, Ap;)
y como de (3.13), podemos escribir,
1
J
entonces,
g = L (v, (g =) (T Ty)
= =
Q; <Apj7 p]> <rj7 rj>

ALGORITMO DEL GRADIENTE CONJUGADO (CG)
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axg, pg = ro
Mientras || r;—; || / || ro [|> € (j =1,2,3,...), hacer
()
O[j == <A ‘ ‘>/
pj? pj
Xj+1 = X;j T &;P;
I'j+1 = I'j — ajApj
8 = (Tj1,0541)
’ (rj,r;)
Pj+1 = Tj+1+ 0;P;
Fin

Téngase en cuenta que los escalares «;, 3; en este algoritmo no son los ob-
tenidos en el algoritmo de Lanczos, pero podemos encontrar la relacién entre
estos y los coeficientes de la matriz obtenida en el algoritmo de Lanczos. Sea,

T}, = tridiag(n;, 0, 14+1)
De la ecuacion (3.7) podemos escribir,
r; = escalar X vjiq (3.17)
Como,

(Avji1,vip1)  (Arj,r))

(Vit1,Viq1)  (rj,1))

S =
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De (3.15) se obtiene,
rj =p; — fj-1Pj-1 (3.18)
entonces,
(Arj,rj) = (A (p; = Bj-1Pj1), Pj = Bj-1Pj1)
teniendo en cuenta que los términos 3;_;p,_; se anulan para j = 0 porque los
vectores p son A-ortogonales,

(Arjr;) = (Ap;, ;) + 671 (AP; 1, Pj-1)
Obtenemos para j > 0,

5o (AP;Pj) o (APLPy) 1 fi (3.19)
’ (rj,r;) T {ry,ry) aj Qo
Por tanto, los elementos de la diagonal de T}, seran,
1 .
o paraj = 0
5j+1 = 1 ]ﬁ‘—1 (3.20)
— + ~— paraj >0
% Q51

Para encontrar una expresion de los elementos co-diagonales 7,1, de la de-
finicién del algoritmo de Lanczos,

(Arj1,151)
Mo = (A, vy) = oLy
ah P e ey
Por la relacién (3.18) y teniendo en cuenta la propiedad de ortogonalidad
del algoritmo del Gradiente Conjugado obtenemos,

<AI‘j,1, I'j) = <A (pjfl - 5j72pj72) 7rj> =
= (Ap;_1,1;) — Bj-2 (AP;_a. 1)) =

_ L Bj—2 B
Coaj (rj —rj1,1)) + Qs (Tjo1 —Tjoo,1)) =
—1
L)
Entonces,
Ni+1 = ! o) Ll VB (3.21)
T e 1 el | g

Finalmente, podemos escribir la matriz tridiagonal de Lanczos en funcién
de los coeficientes del Gradiente Conjugado,
1 VB
ag g
VB 1 4 bo VB
g g

ap aq

j

Br—2
A —2
Br—2 1 + Br—2

Q-2 Q-1 Q-2
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3.2. Meétodos de biortogonalizacién

Estos métodos son también métodos de proyeccién pero intrinsecamente no
ortogonales. Tienen la ventaja de que las férmulas de recurrencia son reducidas
y el almacenamiento no aumenta con el nimero de iteraciones, pero por contra,
presentan un comportamiento irregular en la convergencia, con oscilaciones y
abundantes “picos” que pueden conducir a criterios de parada con soluciones
erréneas. Se fundamentan en el algoritmo de biortogonalizaciéon de Lanczos
[17].

3.2.1. Método de biortogonalizacién de Lanczos para sistemas
no simétricos

La aplicacién del método de biortogonalizacién de Lanczos a los sistemas
no simétricos de ecuaciones lineales se realiza de la siguiente forma:

ALGORITMO DE BIORTOGONALIZACION DE LANCZOS PARA SISTEMAS LI-
NEALES
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axg, 8 =|| 1o ||
Ejecutar k pasos del Algoritmo de biortogonalizacién de Lanczos,
Inciar con v; =r(/3, y con w; tal que (v, w;) =1
Generar los vectores vy, ..., Vi, Wy,..., Wy
Generar la matriz tridiagonal T,
Resolver T}y, = fe; y calcular x;, = x¢ + Viyx
donde el vector residuo de la solucién aproximada x;, es tal que,

I'b— Axe || = [Seriel vl | virr | (3.22)

3.2.2. Método del Doble Gradiente Conjugado (Bi-CG)

El algoritmo del doble gradiente conjugado (Bi-CG) [17], se deriva del algo-
ritmo de biortogonalizacién de Lanczos de la misma forma en que el Gradiente
Conjugado (CG) se derivé del algoritmo de Lanczos. Implicitamente, el algorit-
mo resuelve, no sélo el sistema original Ax = b, sino también el sistema dual
o sistema auxiliar A”x*= b*, aunque éste es ignorado en la formulacion del
algoritmo.

El algoritmo Bi-CG es un proceso de proyeccion sobre,

K (A§V1) =C.L. {VlvAvl,szl, ---,Ak_lvl}

ortogonalmente a,

Ly (A";w,) =C.L. {Wl, ATwy, (AT)2 Wi, ..., (AT)/LC*1 Wl}
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haciendo v; = ro/ || ro ||. El vector w; es elegido arbitrariamente tal que
(vi,w1) # 0, generalmente igual a v;. El residuo inicial del sistema dual es
r; =b* — ATx}.
Procediendo de la misma forma que en el algoritmo CG, descomponemos
la matriz T,
T =L, Uy (3.23)

y se define,
P, =V, U’ (3.24)

Entonces, la solucién se puede expresar,

X = X + Vlezl (ﬁel)
=% + VU 'L (Ber)
= Xy -+ Pkngl (ﬁel)

Como en el algoritmo CG los vectores r, y r;, tienen las mismas direcciones
que los vi11 y W41 respectivamente, forman una secuencia de vectores biorto-
gonales.

Definimos de forma similar la matriz,

P; = W,L,* (3.25)

Claramente, los vectores columnas p; de P} y los p; de P, son A-ortogonales,

ya que,
(P;))" AP, =L 'WIAV, U ! = L 'T, U ' =1

ALGORITMO BI-CG
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy. Elegir rj tal que (ro,r{) # 0,
Po = To, Py = I
Mientras || r;—1 || /|| ro |> ¢ (j =1,2,3,...), hacer
C (mrg)
v
(Ap;. p})

Xj+1 = X;j + &;P;
I'j+1 = I'j — Oszpj

r;fﬂ = r;f — oszij»
AT+ T}k'+1>
By =
(rj,r3)
Pj+1 =Tjt1 + 3;P;

Pji1 =T + 0P
Fin

Los vectores generados en el algoritmo anterior satisfacen las siguientes
propiedades de ortogonalidad:

(rj,r;) =0parai#j (3.26)



28 Meétodos de Krylov

(Ap;,p;) =0parai#j (3.27)

Estas propiedades pueden desmostrarse por induccién o maés facilmente a
partir de las relaciones entre los vectores r;, r}, p;, p; y los vectores columnas
de las matrices Vi, Wy, P, P;.

3.2.3. Método CGS (Conjugate Gradient Squared)

Desarrollado por Sonneveld en 1989 [76], es una modificacién del Bi-CG.
Sonneveld observa que en caso de convergencia del Doble Gradiente, los vec-
tores r; y r; tienden a cero, pero la convergencia de los “residuos auxiliares” no
es explotada y solo se calculan para la valoracién de los parametros que apare-
cen en el algoritmo. Propone entonces, la siguiente modificacién donde todos
los esfuerzos se concentran en la convergencia de los vectores del sistema ori-
ginal r; .

Usando expresiones polindmicas para los vectores residuo r;, y la corres-
pondiente direccién conjugada p;,

r; = ¢;(A)r, (3.28)

p; = m(A)r, (3.29)

donde ¢; es un cierto polinomio matricial de grado j que satisface la restriccion
¢;(0) =1, y 7; es igualmente otro polinomio matricial de grado j.

De forma similar, y teniendo en cuenta que los vectores r} y p; se obtu-
vieron a la vez usando las mismas férmulas de recurrencia que r; y p;, s6lo
reemplazando la matriz A por AT, entonces,

rj = ¢;(A")rg, pj = m;(A")rg
Por tanto, el escalar «; del algoritmo Bi-CG se obtendr4,

{0 A)rg (AT (93(A)r, x5)
7 A (A (AT))  (AR(A)rxi)

Sonneveld, sugiere trabajar con aproximaciones X;, que satisfacen,
T; =b—AX; = ¢}(A)r, (3.30)

Como la expresion del vector residuo del sistema original en el algoritmo
Bi-CG viene dada por r;;; = r; — a; Ap;, entonces sustituyendo,

¢j+1(A)ry = ¢j(A)ry — a;Am;(A)r, (3.31)
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y elevando al cuadrado,
Fr1(A) =¢5(A) — ;A [26;(A)7;(A)—o;Am(A)] (3:32)
Para calcular por recurrencia las direcciones conjugadas, como,
Ti+1(A) =@j1(A)+0m;(A) (3.33)
elevando al cuadrado,
7 (A) =071 (A) 120,611 (A)m; (A)+5]m;(A)° (3.34)
De (3.33) se tiene que,
6;(A)T;(A) =07 (A)+0j-105(A)m;1(A)
y de forma similar,
Gi41(A)T;(A) =65 (A)+53;-10;(A)m;_1(A)—a; Ami (A) (3.35)
Si definimos,
r; = ng?(A)rO (3.36)
p; = 7;(A)r, (3.37)
Transformando estas recurrencias de polinomios, obtenemos,
rit1=1r; — O[jA [QI'j + Qﬁj_lqj_l—O[jApj} (339)
q; =1; + ﬁj—lCIj—l—OéjAPj (3.40)
Pj+1 =Ty + 25]'%“1‘5]213]' (3.41)
Definimos los vectores auxiliares,
dj = 21']‘ -+ Qﬁj_lqj_l—oszpj (342)
u; =r; + ﬁjflqul (343)

Con estas relaciones resulta el siguiente algoritmo en el que no figuran los
vectores residuos ni las direcciones conjugadas del sistema auxiliar, eliminan-

do de esta forma los productos A’ por vector.
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ALGORITMO CGS
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Ax; r{ arbitrario tal que (ro,rj) # 0
Po = Up = Tp
Mientras || r;—; || /|| ro > ¢ (j =1,2,3,...), hacer
= (rj, ry)
(Ap;. ;)
q; = u; — a;Ap;
Xj1 = X; + a; (u; + qy)
rjp1 =15 — A (0 + qp)
B; = <rj+1>r8>
T (r,rp)
Wi =T+ 054
Pjr1 = Wiy + 55 (q; + 5,p;)
Fin

3.2.4. Meétodo Bi-CGSTAB (Biconjugate Gradient Stabilized)

En el CGS, los vectores residuos verifican T; = ¢3(A)r,. Van der Vorst en el
Bi-CGSTAB [85, 37], propone obtener un vector residuo por aplicacién sucesiva
de dos polinomios reductores distintos de la forma,

r; = ¢;(A)g;(A)r, (3.44)

tal que las relaciones de recurrencia del algoritmo donde intervenga este po-
linomio ;(A) no deben ser excesivamente complicadas y los parametros que
figuren en su definicién sean facilmente optimizables. En este sentido sugiere
para 1;(A) la expresion,

Pir1(A) = (I —w;A);(A) (3.45)

determinando w;, por la condicién de minimo para r; en la iteraciéon j-ésima.
Las relaciones de recurrencia se derivan de forma similar que en el algorit-
mo CGS. Asi,

Vit1(A)gj11(A) = (I —w;A)p;(A)dja(A) (3.46)
= (I —w;A) [t (A)g;(A)—a;A;(A)m;(A)] (3.47)

Necesitamos una relacién de recurrencia para la correspondiente direccién
conjugada. Esto es,

Ui (A)m;(A) = 1i(A) [¢;(A)+8j-1m;-1(A)] (3.48)
= ¥j(A)¢;(A) 451 (I — wjm1 A)hj 1 (A)m;—1(A) (3.49)

Definimos,
rj = 1;(A)g;(A)r,
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= ¢ (A)m;(A)r,

Teniendo en cuenta las anteriores relaciones, podemos encontrar las corres-
pondientes férmulas de recurrencia en funcién de los escalares «; y f3;,

ry1 = (I — ij) (I‘j—Oszpj) (350)

Pj+1 =Tj41 + G;(I — w;A)p; (3.51)

Para obtener el algoritmo, se toma como referencia al igual que en el CGS
el algoritmo Bi-CG, efectuando las transformaciones necesarias para que las
relaciones de recurrencia de la solucion sean funcién del nuevo vector residuo.

Recordando que en el algoritmo Bi-CG, §; = p,+1/p; con,

Pj = <¢j(A)r0,¢j(AT)rS> = <¢?(A)I‘O,I‘S>

Pero como p; no se calcula debido a que ninguno de los vectores ¢,(A)r,,
¢;(AT)r; 6 ¢5(A)r, estan disponibles, lo podemos relacionar con el escalar,

pj = <¢j(A)r0> Q/’j(AT)rS>

que podemos obtener como,

pi = (Vi(A)p;j(A)ry,rg) = (rj, rp)

Desarrollando ¢;(A”)r; explicitamente para relacionar los escalares, p; y p;,
i = (&s(A)ro, wl (ATYxs + m(ATY 'rg + )

incorporando la ortogonalidad de ¢,(A)r, respecto de cada uno de los vectores
(AT)'rt, coni < j y teniendo en cuenta que sélo los coeficientes principales de
los polinomios son relevantes en el desarrollo del anterior producto. Si 7] es el
principal coeficiente para el polinomio ¢;(A), entonces,

pj = <¢J( )T, ,r]j(b (AT)I'0> = n_;pj
T v

Examinando las relaciones de recurrencia para ¢;1(A) y ¢;41(A), los coe-
ficientes principales para estos polinomios fueron hallados para satisfacer las

relaciones,
1 _ j+1 j
Ui wﬂha M= oM
Por tanto,
Pj+1 _ Wi Pi+1

pj aj pj
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que nos permite encontrar la siguiente relacién para f3;,

g, — Pi+1 O

pPj Wj

De forma similar, y por una simple férmula de recurrencia podemos encon-
trar a; como,

_ {i(A)ry, 6,(AT)rg)

Y7 (A (A)ry, m(AT)ry)

De la misma manera que anteriormente, en los productos de polinomios,
tanto en el numerador como en el denominador, sélo se consideran los términos
correpondientes a sus respectivos coeficientes principales y como éstos para
¢;(AT)ry y mj(AT)r, son idénticos, podemos escribir,

o (9i(A)rg, 6;(AT)ry)
T (AT(A)rg, ¢ (AT)rg)
_ (@i(A)ry, ¥ (AT)rg)
(Amj(A)rg, 1 (AT)rg)

_ (¥i(A)9;(A)ry, 15)
(Adh; (A)T;(A)ry, T5)

Y como p; = ¥;(A)m;(A)r,, entonces,

2
= 3.52
% = Tapy 1) (3.52)

A partir de la ecuacion (3.50), si hacemos,
Sj = I'j — Oszpj (353)

el valor optimo para el parametro w; que interviene en la construccién del poli-
nomio reductor ¢);(A) y que figura en las relaciones de recurrencia del algorit-
mo lo obtendremos con la condicién de minimizar la norma del vector residuo,

rjp1 = 8; — W;jAS;
Iejaall® = (85 — wjAs;,s; — w;As;) = (s5,8;) — 2uw; (s, As;) + w} (As;, As;)

2
Orl

8wj —2 <Sj, ASj> + 2wj <AS]‘, ASj> =0

con lo que,
_ (As;, Sj>

= Ths Ay (3.54)

Wy
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La ecuacién (3.50) ahora nos quedara,
rj1 =8; —wjAs; =r1; — a;Ap; — w;As; (3.55)
y la relacién de recurrencia para el vector soluciéon viene dada por,
Xj+1 = Xj + o;pj + w;s,; (3.56)

Una vez expresados todos los vectores en funciéon del nuevo residuo y deter-
minadas sus relaciones de recurrencia, asi como los escalares que intervienen
en las mismas, se puede escribir el algoritmo.

ALGORITMO BI-CGSTAB
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;
Elegir r{ arbitrario tal que (r¢, rj) # 0.

Po = To
Mientras || r;_; Q /| r>0 |>e (j=1,2,3,...), hacer
rj, Ty
o = ———%
’ <Apj7rc>§>
Sj = I'j — O[]Apj
s — <Asj,sj>

Xj+1 = Xj -+ oszj + szj
rjt1 =S; — w;As;
ﬁj _ <rj+1v I‘8> ﬂ
(rj,15) w;
5 Pjr1 =Tj11+ 5 (pj - ijpj)
in

En el algoritmo figuran dos productos matriz por vector y cuatro productos
internos, mientras que el CGS exige los mismos productos matriz por vector
y s6lo dos productos internos. Sin embargo en la mayoria de los casos la con-
vergencia del Bi-CGSTAB es mds rdpida y uniforme e incluso necesita menor
carga computacional para alcanzar una determinada tolerancia, pues la reduc-
cién del ntimero de iteraciones compensa su mayor coste.

3.2.5. Método de Cuasi-minimo Residuo (QMR)

Este método propuesto por Freund y Nachtigal [21, 22, 23], conserva la pro-
piedad de los métodos tipo gradiente de utilizar relaciones de recurrencia que
impliquen bajo coste computacional, con la particularidad de no usar una con-
dicién estricta de minimizacion para generar los vectores residuo. Plantea para
ello, una técnica para cuasi-minimizar estos vectores, condicién que da nombre
al método, intentando suavizar las fluctuaciones que tienen lugar en la conver-
gencia debidas a este hecho.
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El resultado del algoritmo de Lanczos es una relacién de la forma,
AV, =V, T, (3.57)

donde T} es una matriz tridiagonal (k + 1) x k,

_ T
T, = ( el ) (3.58)
con,
a3
0y g B3
53 Q3 .
T, = ) ) . ) ) i (3.59)
ap—2 B
Op—1 r—1 [y
o oy

a,t=1,...k 65,7 =2,..,k 0,1 =2,....k + 1, son los pardmetros obtenidos
durante el proceso de Lanczos.

A partir de la ecuaciéon (3.57) y desarrollando de la misma forma que en
el GMRES, si v, se define en funcién de r(, por ejemplo yv; = ry, entonces el
vector residuo asociado a una solucién aproximada de la forma,

X = Xg + Vk V/ (360)
viene dado por,

b—Ax; =b—A(xq+ Vy2)

=TIy — AVk VA
="yvy — Vk+1Tkz
= Vi1 (’Yel —Ts Z) (3.61)

La norma, del vector residuo viene dada por,
Ixlly = || Visr (ver — Trz) H2 (3.62)

donde la matriz V., tiene por columnas los vectores v;, i = 1,....k + 1, ob-
tenidos en el procedimiento de biortogonalizacién de Lanczos, pero no son
ortonormados como los obtenidos en el proceso de Arnoldi utilizado para el
GMRES, por lo que en este caso ocurre que,

x|, # H791 — Ty ZH2 (3.63)

La idea del QMR es precisamente minimizar s6lo este factor del residuo, y
es por ello que la solucién resultante es llamada ”Aproximacion del cuasi-minimo
residuo”.
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Si introducimos una matriz diagonal (k + 1) x (k + 1) de pesos,
Q) = diag (wi,wa, ..., wkt1),w; >0, =1,2,...k+1

que se considera como un pardmetro libre que puede ser usado para escalar el
problema, entonces podemos escribir la ecuacién (3.61) en la forma,

rp = Vit [Q] 7 Q% (ver — Ti2) (3.64)
= Vi [ (dy — 2, Txz)

cond, = wyye;.
El problema es ahora minimizar la funcional cuadratica,

i — 2Tz, (3.65)

Este problema de minimos cuadrados implica para su resolucién, la factori-
zacion QR de 2, T como,

0T, = [Q)" { Ek }

donde Qj es una matriz ortogonal (k + 1) x (k + 1) y R; es una matriz no-
singular, k x k triangular superior.
El problema de minimizacién expresado en la ecuacién (3.65) se transforma

en,
, = . T Ry
min H (dk — Qkaz) H2 = min ||[Q] (dek — { 0 ] z)

— min (dek - { Ry } z) (3.66)
0 2
que permite obtener zy, el valor 6ptimo de z, como,
Z, = [Rk]_l tk
donde,
T ¢
te=1: |, { %«k } = Qidy (3.67)
fet+1
Tk
Y por tanto, ~
min || (dr — Qe Twze) ||, = [Tl (3.68)

Con lo que el algoritmo QMR puede escribirse,

Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axq, v = ro ||;
Inciar con vi =r(/7, y con w; tal que || wy ||=1;
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Parak =1,2,...

1) Ejecutar las k iteraciones del algoritmo de biortogonalizacién de
Lanczos; Generar las matrices Vi, Vi1 y T,

2) Calcular la factorizacién QR de la matriz 2, T}, y el vector ty,

3) Resolver R;z;, = t;, y calcular x;, = x¢ + Vy2zy;

4) Si x;, converge, Fin.

Que desarrollado queda,

ALGORITMO QMR
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;
pr=|lro || y;vi=ro/p1;
Elegir w, tal que || w; ||=1;
Po=qo=do =0;
co=¢6 =& =1;
vo=0,1m=-1
Mientras /7 + 1 |n;_1| / ||ro]| > €(j = 1,2, ...), hacer:
d; = (vj, wj),
p; = v; — (§0;/€j-1) Pj-1;
q; =w; — (pjdj/€j-1) dj-1,
¢j = (Ap;,q;);
Bj =¢€;/d;;
Vit = Ap; — Bivi, pir1 = [|[Vitll;
Wit = Aqu — Biwj, §ivr = [Wiall;
Pi+1 1 pic

vj = )G = ey Ty = —Mjo1
¢j-115; 1+ Bici1

d; = n;p; + (vj1¢5)° dj_y;
Xj = X1 +dj;
Vit1 = Vit1/pit
Wit = Wit1/§jh0
Fin

3.2.5.1. Método QMR con Look-Ahead Lanczos

Procediendo de la misma forma que ya se hizo en el apartado anterior, a
partir de la ecuacién (2.24), el algoritmo QMR usando la biortogonalizacion
obtenida con la variante “look-ahead” del método de Lanczos, puede escribirse,

ALGORITMO QMR cON LAL

Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axq, po =|| 1o ||, vi =10/ po;
Iniciar con vi = r(/7o, y con w; tal que || wy ||=1
Parak=1,2,...

1) Ejecutar las k iteraciones del algoritmo LAL;

Generar las matrices Vi, Vi1 y T,
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2) Calcular la factorizaciéon QR de la matriz €2, T, y el vector t;,
3) Resolver R;z;, = t;, y calcular x;, = xg + V;zy;
4) Si x;, converge, Fin.

3.2.6. Método TFQMR (Transpose-Free QMR)

Derivado del algoritmo CGS y desarrollado por Freund en 1993 [20], tiene
la ventaja de no requerir productos matriz por vector con A” y puede imple-
mentarse facilmente, simplemente cambiando unas pocas lineas en el algoritmo
CGS visto anteriormente. Si dividimos en dos medios pasos el cdculo de x; en
el algoritmo haciendo,

| up_1sim =2k — 1 esimpar
Ym = { qi, si m = 2k es par (3:69)
g P(A)r, si k i
B w(A)r,sim = 2k + 1 es impar
Wi = { Ok(A)pr—1(A)r, si m = 2k es par (3.70)
siendo,
Woki1 = I‘gGs, k= 1, 27 ceey k* (371)
por lo que éste se verificard siempre que m € {1,2, ..., 2k, }.

Teniendo en cuenta las expresiones dadas en el algoritmo CGS, (3.40), (3.43)
y (3.31), se podrén relacionar los vectores y,, y w,, por,

1
Ay, = ———— (W — W) (3.72)
Ql(m—1)/2]

Y como en el algoritmo CGS, a_; # 0 para todo k, queda garantizado que
el denominador de la expresién anterior (3.72) serd siempre distinto de cero.
Poniendo,

Yo =[y1,¥2 - Ym
W= [Wl, W, ... Wi, Wit

se puede expresar (3.72) en forma matricial,

AY,, = Wm+1Em (3.73)
donde,
1 0 0
-1 1 :
_ ) —1
Bm = 0 0 [dmg (a07a07a17 s 7a[(m—1)/2])] (374)
: -1 1
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es una matriz (m + 1) x m bidiagonal inferior. Finalmente teniendo en cuenta
que en las expresiones (3.31) y (3.33), los polinomios ¢, y 7, son de grado k y
por (3.40), (3.43) y (3.69),

ICm (A’ rO) = C.L. {Y17 Y2, - Ym} = {sz} (375)
por lo que podremos expresar una aproximacion a la solucién del sistema por,
Xm = Xo + Y2z (3.76)

Por (3.73) y como w; = 1, los correspondientes vectores residuos satisfacen,

r, =r9g— AY,,z=W, 1 (ei’”rl — Emz) (3.77)
dondee™ =(1 0 --- 0)7 e Rt
Introduciendo una matriz de escala,
Qi1 = diag (wy, wa, .« ., Wint1) wy >0, N=12,....m+1 (3.78)
y reescribiendo la ecuacién (3.77),
r, = WmHQ;iH (fmﬂ — Tmz) (3.79)
donde,
£, = wiett y (3.80)

Tm = QerlEm
Las sucesivas iteraciones del TFQMR, vienen dadas por,
X = X0 + Y mZm (3.81)
donde z,, es la solucién del problema de minimos cuadrados,
T, = min H (fmﬂ — Tmz) H (3.82)

Las iteraciones x,, dependen de la eleccién de los pesos wy en (3.78). La
estrategia estdindar es tomar,

wy = [[wn]|, N=1,2....m+1 (3.83)

lo que significa que todas las columnas de W, 1£2;,},; en la ecuacién (3.79) son
tratadas igualmente y escaladas para ser vectores unitarios.
Para la implementacién del método TFQMR, las iteraciones auxiliares seran,

-1
m

X = X0+ Y Zm donde Zm =T f, (3.84)
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siendo T,, la matriz m x m que se obtiene al eliminar la dltima fila de T,,.
Usando (3.74), (3.77) y (3.80) se comprueba que T, es no-singular y que,

Zpy = (040, Qp, O, . .. 704[(m—1)/2])T ’ (3.85)
Wm+1 = H (fm+1 - Tmz) H (3.86)

Finalmente comparando (3.84) y (3.85) con la expresion para x{“* en el al-

goritmo CGS se concluye que,
Xop, = x5 70 (3.87)

De la resolucién del problema de minimos cuadrados planteado en (3.82) (ver
[20]) las iteraciones para el TFQMR dadas en (3.81) y (3.84) quedan relacionadas

por,

X = (1 — cfn) X1+ 2 Xm (3.88)
con,
Wm+1 1
Y, = , Cp = ———— T = Trn—10mCm 3.89
et v Y ! G8)
Haciendo, .
d,=—"— (im - Xm—l) (390)
Qf(m—1)/2]

podemos reescribir (3.88) en la forma,
X = Xm—1 + Nmdim, donde N = Cia[(m_l)/g] (3.91)
De (3.84) y (3.85) obtenemos que,
Xm = Xm—1 + Qf(m—1)/2]¥m
y junto con (3.90) y (3.91) (reemplazando m por m — 1) se llega a que,
dy =yt Jmtnl g onde 92 = 1_2763”—1 (3.92)
A(m—1)/2] Cm—1

Teniendo en cuenta que por (3.69) y (3.71) las recurrencias para q; y uy en el
algoritmo CGS pueden reescribirse como,

Yok = ¥Y2k—1 — Qk—1Vk—1 (3.93)

Yor-1 = Wor—1 + BeYor (3.94)

y multiplicando la expresién para py, en el algoritmo CGS por A obtenemos la
expresion recurrente,

Vi = Ayor1 + Bi (Ayo + Bivi—1) (3.95)
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para v, = Ap,.
Por (3.72), los vectores w,, son generados como,

Wint1 = Wi — a[(m—l)/?]Aym (396)

ALGORITMO TFQMR
Aproximacion inicial x. ;
w; =y =19=b - Axy, vo = Ay,,dy = 0;
70 = ||roll, Yo = 0, 1m0 = 0;
Elegir Ty tal que py = (r(,To) # 0
Mientras vk + 17,1/ ||ro]| > e(k =1,2,...), hacer:
(@) Ok—1 = (Vi—1,T0), h—1 = pr—1/0%—1;
Yor = Yok—1 — Qk—-1Vk—1,
(b) Para m = 2k — 1,2k hacer:
Wil = Wi — Qe 1AY,,;
ol T
T T T T2

_ _ 2 .
Tm = Tm—lﬁmcm/ Nm = C,0k—1,

92 i
dm =¥Ym + Mdmfl;
k-1
Xm = Xm—1 + nmdm/
Si x,,, converge: Fin
~ k
(© pr = (Waks1,To), B = 2
Pk—1

Yokt1 = Wort1 + BeYor;
Vi = AY2k+1 + Br (Aya, + BeVi-1)
Fin

El test de convergencia en el paso (b) del algoritmo anterior estd general-
mente basado en la norma del vector residuo ||r,,|| correspondiente a x,,,. Estos
vectores no son generados explicitamente en el algoritmo, no obstante, es posi-
ble acotarlo superiormente sin un coste extra de la siguiente forma,

”I'm” < HWerlﬂgile ’ Hferl _TmZmH <vm+ln, (397)

3.2.7. Método OQOMRCGSTAB

Desarrollado por Chan y otros [6] estd basado en la aplicacion del princi-
pio de minimizacién usado en el algoritmo Bi-CGSTAB al método QMR, de la
misma forma que el TFQMR es derivado del CGS.

Sea,

Y= [yi,¥2:---Yi
Wit = [Wo, Wi, ... W]
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tal que,

Ya—1=p para l=1,... [(k+1)/2]
yu=s para l=1,...,[k/2]

wy_1=s para l=1,....[(k+1)/2]
wy =1, para [ =0,1,...,[k/2]
donde [k/2] y [(k + 1)/2] son la parte entera de k/2 y (k + 1)/2 respectivamente.
Definiendo,

dy=w, para l=1,...,[(k+1)/2]
[51’52""6k]/{ dy—1 =0y para [=1,...,[(k+1)/2]

Entonces, para cada columna de W, y Y}, las expresiones (3.53) y (3.55)
pueden escribirse como,

Ay, = (Wp_1 — W) 0! m=1,...,k (3.98)

m /

o usando notacién matricial,
AY = Wi 1 Ep

donde Ey; es una matriz bidiagonal (k + 1) x k con elementos diagonales 4,
y en la diagonal inferior —d,,'.

Esto puede ser facilmente comprobado hasta que el grado de los polinomios
correspondientes a los vectores r;, s; y p; sean 2j, 25 — 1, y 2j — 2 respectiva-
mente. Entonces, Y, y W}, generardn el mismo subespacio de Krylov generado
por ry pero de grado k£ — 1.

La idea principal del QMRCGSTAB es encontrar una aproximacién a la so-
lucién del sistema (2.1) usando el subespacio de Krylov K;_; en la forma,

Xp = X+ Y3g con geR”
la expresion para el vector residuo queda,
r, =19 —AY;g =19 — Wi 1 E;18

Teniendo en cuenta el hecho de que el primer vector de Wy, ; es justamente
ro, entonces,

r, = Wi (61 - Ek+1g)

Como las columnas de Wy, no estan normalizadas, se usard una matriz
de escala ¥, = diag(01,...,0k41) con o; = ||w,|| para hacer unitarias las
columnas de W, ;. Entonces,

r, = Wi S St (61 — Epig) = Wi 37 (0161 — Hypag)

con Hyy = 31 By
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La aproximacién QMR consiste en la minimizacién de ||o;e; — Hy1g|| para
obtener el 6ptimo g;, € R*, donde este problema de minimos cuadrados es re-
suelto usando la descomposicion QR de la matriz Hy; de forma incremental
utilizando las rotaciones de Givens y como Hj; es bidiagonal inferior, sola-
mente es necesaria la rotacion en los pasos previos.

ALGORITMO QMRCGSTAB

Aproximacion inicial xq. ;

ro =b — Axg;

Elegir 1y tal que (r¢,To) # 0

po=Vvo=do =0;

po =0y =wo= 1,7 =|rel], 00 = 0,1 = 0;

Mientras /5 + 1|7| / ||ro]| > e(j = 1,2, ...), hacer:
pj = (rj-1,T0); Bj = (pjaj—1) [ pj-1wj—1;
pj =rj-1+ 5 (Pjo1 — wjvj-1);

v; = Ap;;
P
YT

S; =T;_1 — QjVy,

Primera cuasi-minimizacién

- 1 -
0; =lIsjll /75 ¢ = ———=;T =T b;;
\/1+6:
n; = Cay;
N 62 i,
dj =p;+ #dj—l}
J

Xj = Xj-1 +1;d;;
tj :ASJ','
Lo 80t

Tt t)

I'j = Sj — wjtj;

Segunda cuasi-minimizacién

1
;7 =T 0;c;

,/1+6§’

0; = lle;ll /75 ¢ =
ny = 02%'}
0277, ~
J J wj J
Xj = X +n;d;;
Fin
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3.3. Métodos basados en la Ecuaciéon Normal

La resolucion del sistema de ecuaciones (2.1), donde la matriz A es no si-
métrica, es equivalente a resolver el sistema AT Ax = ATb de matriz AT A si-
métrica definida positiva, al que podremos aplicar el algoritmo del Gradiente
Conjugado. La ecuacion A7 Ax = A™b recibe el nombre de ecuaciéon normal.

Al igual que el CG, los métodos desarrollados a partir de la ecuacién nor-
mal cumplen las dos condiciones fundamentales de minimizacién de la norma
residual y optimizacién del coste computacional, sin embargo presentan el in-
conveniente de que el condicionamiento del nuevo sistema es el cuadrado del
sistema inicial (K, (ATA) =K (A)z), lo cual, para sistemas mal condicionados
puede resultar desastroso y ademads en cada iteraciéon aparecen dos productos
matriz por vector correspondientes a las matrices A y AT aumentando el coste
computacional.

3.3.1. Método del Gradiente Conjugado para la Ecuacién Nor-
mal (CGN)

El método [39] construye una sucesién de vectores,
xi = %0+ |ATro, (ATA) ATro, (ATA)" ATrg, .., (ATA)" T Ao

con residuo minimo en cada paso, sin efectuar el calculo explicito del producto
ATA.

ALGORITMO CGN
Aproximacion inicial xo. rg = b — Axg, po = A1y
Mientras || r;—1 || /|| ro |> ¢ (j =1,2,3,...), hacer
- <ATrj,ATrj>;
" (Ap;, Ap))
Xj+1 = Xj + &;P;
I'j+1 = I'j — O./]Ap]
g = (ATr; 0, AT )
’ (ATr;, ATr;)
pj+1 = A'rj 1 + G;p;

Fin

3.3.2. Método LSQOR (Least-Square QR)

Propuesto por Paige y Saunders [63], este método intenta corregir el posible
empeoramiento del nimero de condiciéon de los sistemas al aplicar el método
de Ecuacién Normal.
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La idea basica del LSQR es hallar la solucién del sistema simétrico,

(a2 ) (5) = (5) @
(%) ()

donde A es un ntimero real arbitrario.
De la aplicacion del proceso de Lanczos a este sistema simétrico resultan

dos formas de un proceso de bidiagonalizacién propuestas por Golub y Kahan
[30]:

minimizando,

(3.100)

2

Forma bidiagonal inferior
Si comenzamos tomando:

T
ro=/>5u, ogvi=A"u

Bi+1ujp1 = Av; — aju; ;
—1,2,.. 3.101
aji1Vier = AT — Biav; / ( )
los escalares o; > 0y 3; > 0 son elegidos tal que ||u,|| = ||v;|| =1y,
631
B2 o
B=| A
Be  ag
ﬁk+1
Las relaciones de recurrencia dadas en (3.101) pueden reescribirse,
rg = Ui (Brer), (3.102)
AV, =U; 1By, (3.103)
AU = ViB] + a1 visier (3.104)

teniendo en cuenta que en aritmética exacta se verifica que U} Uy = Iy
Viv, =1

Forma bidiagonal superior
En este caso se comienza a partir de:

ATI'O =06vi, pip1=Av;
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b1V01 = ATV, = pyv; } i=1,2,. (3.105)
Pj+1Pj+1 = Avji1 — b;1p;
Los escalares p; > 0y ¢; > 0 son elegidos tal que ||p;|| = [[v;[| =1y,
p1 b
p2 03
R, = e e
Pr-1 Ok

Pk

Las relaciones dadas en (3.105) pueden reescribirse,

ATI'(] = Vk (9161) ’ (3106)
AV, =P,R;, (3.107)
ATPk = VkRg + 0k+1vk+1eg (3108)

y también en aritmética exacta se verifica que P{P, =1y V]IV, =L

Estos dos procesos de bidiagonalizacién, pueden relacionarse entre si, ya
que la matriz V. obtenida al aplicar el algoritmo de Lanczos con B = AT A, es
la misma en ambos casos y ademads se verifica que,

BB, = R R, (3.109)

Por otro lado, R debe ser idéntica, salvo errores de redondeo a la matriz
obtenida de la factorizacion QR de B;,. Entonces,

QB = < %’“ ) (3.110)

donde Q. es ortogonal.
Las matrices ortogonales, U}, y P}, estan relacionadas por,

r
Upt1 = [Ugugiq] = [PkHI"—ZH} Qx (3.111)
Y ademas también se verifica,
o+ By =p, =06
OZ? + .]2+1 = p? + ‘9]2 , Oéjﬁj = pj,lﬁj , paraj > 1 (3112)

Cuando aplicamos estos procesos al sistema (3.99), las relaciones del algo-
ritmo de Lanczos,

wj = Bv;—;vj
aj = (W, V;)

Bit1Vjs1 = Wj — a;v;
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se reducen al proceso de bidiagonalizacién inferior, mientras que las expresio-
nes,

yi =Ty " (Bier)
Xi = Viyi

después de 2k + 1 iteraciones se habran transformado en,

I B tri1 Bre
<B£ _§21)< }’j: )z( 0 ) (3.113)
re \ [ Ugs O trr1
(o) =(%r v )(sr) e

donde By, es una matriz bidiagonal inferior (k + 1) x k e y;, es la solucién de
otro problema de ecuacién normal,

(3 )7

que puede resolverse mediante transformaciones ortogonales.
Otra forma de resolver el problema de Ecuaciéon Normal se puede derivar
de forma andloga. Definiendo s = —Ax, podemos escribir la ecuacién (3.99)

como,
(o Aa)(2)-(te) oo

Aplicando nuevamente el algoritmo de Lanczos, después de 2k iteraciones
se habré transformado en,

(B ) ()= (ke ). 617
sk \ _(Pr O o]
(o) (T v )(5) e

donde R, es una matriz bidiagonal superior & x k e y}, satisface,

min (3.115)

2

(RiRi + V1) yi, = breg (3.119)

Se puede ver que las matrices generadas en ambos procesos de bidiagonali-
zacion, By, Uy, Ry, Py Vy, son independientes de ), lo que supone que son
generadas igualmente cuando A = 0.

Las matrices, los vectores y pardmetros generados en la primera bidiagona-
lizacién son usados para resolver el problema de Ecuacién Normal,

min ||b — Ax]|
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Los vectores,

T, = b — AXk (3121)
tit1 = Bier — Brys (3.122)

dependen de yy, y se tiene que,
ry = Upitpp (3.123)

Debemos minimizar ||rj| y como teéricamente las columnas de la matriz
U4+ son ortonormadas, la eleccién de y;, debe ser tal que minimice ||t41]|. Es
decir que el problema que trata de resolverse es,

min ||f1e; — Bryk|| (3.124)

La factorizacién QR de By, es la misma que se hizo en los procesos de bidia-
gonalizacién y toma la forma,

p1 O O

p2 O3 ®2

(R, £ B e .

Qk( By Oie ) = < Bens ) = PR
Pk Pk

Pri1

donde Qi = Qi 41 - - - Q23Q1 2 es un producto de rotacién de planos y los vec-
tores yy, y ti+1 pueden ser obtenidos de la forma,

T 0
te = Qp B (3.126)
+

Como ( R; f;; ) es la misma matriz que ( Ry—; f;—; ) pero con una nueva
fila y columna afiadidas, se pueden combinar adecuadamente las ecuaciones
(3.120) y (3.125) para obtener,

x;, = ViR 'f, = D £, (3.127)

donde las columnas de D;, = ( d dy, --- d;i ) se obtienen sucesivamente de
la resolucion del sistema RI Dy, = VI'. Con dy = x( = 0, resulta,

1
di = o (Vie — Opdy—1), (3.128)

X = Xp—1 + Ordp (3.129)
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La factorizacion QR anterior es deteminada para construir el £-ésimo plano
de rotacion Qy 41 que opera enlas filas k y k+1de ( B, e, ) para eliminar
Br+1. Las relaciones de recurrencia pueden expresarse,

(Ck Sk ) ( o 0 o ) _ (Pk Okt1 Ox ) (3.130)
Sk —Ck Br+1 gy 0 0 Drt1 Pria .
donde 5, = a4, ¢, = [ y los escalares c; y s; son elementos no triviales de
Qp k+1. Los escalares p,, y ¢, se van reemplazando secuencialmente por p; y ¢y.

Por otro lado, en la ecuacién (3.128) se puede usar el vector w, = prd; en
lugar de d.

Para la estimacion de ||ry||, teniendo en cuenta las expresiones (3.123) y
(3.126),

1), = 0ps1Qs Uk y1€p11 (3.131)
y asumiendo que Uf +1Uks1 = 1, se obtiene,
vkl = Gpyy = BrsuSh—1 -~ 51 (3.132)

ALGORITMO LSQR
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;
pr = ||Zo||, u; = I“o/ﬁh'

_ T _ AT _
o = HA u |, vi=A 111/611,W1 = Vi,

¢ = ﬁlrﬁL: ay
Mientras ¢;/ |lrol| > ¢ (j =1,2,3,...), hacer

Bjr1 = |l!f"j — ajuy
j i
u; e
Jj+1
Bj+1
T
Qj41 = HA W1 — ﬁj+1VjH
_ ATujy — Biv;
Vit1 =
Qj+1
_ (=2 2
pi= (P} +5}11)”
Cj &
Pj
Bi+1
§j = ———
Pj
011 = sj1
Pj+1 = %41
b =ci¢;
Djr1 = 59,
b
X; =X;_1+ (—] W
Pj
011
Wit = Vi — [ | W;
Pj

Fin
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Precondicionamiento

La convergencia de los métodos basados en los subespacios de Krylov me-
jora con el uso de las técnicas de precondicionamiento. Estas consisten general-
mente en cambiar el sistema original Ax = b por otro de idéntica solucién, de
forma que el nimero de condicionamiento de la matriz del nuevo sistema sea
menor que el de A, o bien que tenga una mejor distribucién de autovalores.

Generalmente, se considera como matriz de precondicionamiento a M~'y
obtener M como una aproximacién de A, esto es,

M 'Ax=M"'b

tal que,
K (M_IA) < K(A)

El menor valor de K corresponde a M = A, de forma que K (A™*A) = 1,
que es el caso ideal y el sistema convergeria en una sola iteracién, pero el coste
computacional del célculo de A~! equivaldria a resolver el sistema por un mé-
todo directo, por lo que se sugiere para M que sea una matriz lo mds préxima
a A sin que su determinacioén suponga un coste elevado.

Por tanto, la matriz M debe ser facilmente inversible para poder efectuar
los productos M ™! por vector que aparecen en los algoritmos precondiciona-
dos sin excesivo coste adicional, por ejemplo en el caso en que M es una ma-
triz diagonal, o esté factorizada adecuadamente para efectuar dichos productos
mediante remonte sin necesidad de calcular M.

Dependiendo de la forma de plantear el producto de M~! por la matriz del
sistema obtendremos distintas formas de precondicionamiento. Estas son,

M~ 'Ax =M"'b (Precondicionamiento por la izquierda)
AM'Mx =b (Precondicionamiento por la derecha) 4.1)
M;'AM, 'M,x = M~'b (Precondicionamiento por ambos lados)

si M puede ser factorizada como M = M; M.,.

Por tanto, los precondicionadores han de cumplir dos requisitos fundamen-
tales, facil implementacion, evitando un coste computacional excesivo del pro-
ducto de M~! por cualquier vector y mejorar la convergencia del método. Por
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tanto una matriz que sea una aproximacién mas o menos cercana de A, obteni-
da con estos criterios puede ser un buen precondicionador. El campo de posi-
bles precondicionadores es por tanto muy amplio. Algunos de los mds usados
son los bien conocidos Diagonal o de Jacobi, SSOR e ILU(0). En esta tésis consi-
deraremos estos, ademds de la Aproximada Inversa de estructura diagonal que
hemos nombrado como precondicionador Diagonal Optimo.

4.1. Precondicionador de Jacobi

Surge comparando la férmula de recurrencia para la solucién que resulta de
aplicar el método de Richardson, cuya relacién de recurrencia viene dada por
X;i+1 = X; + a (b — Ax;), con o > 0, al sistema precondicionado con la férmula
correspondiente que se obtiene aplicando el método de Jacobi al sistema sin
precondicionar. De la aplicaciéon del método de Richardson al sistema precon-
dicionado M~'Ax = M 'b, se obtiene para el célculo de los sucesivos valores
de la solucién,

Xit1 =X; +« (M_lb — M_lei)

multiplicando por la matriz de precondicionamiento M, queda,
Mx; 1 = Mx; + a (b — Ax;) 4.2)

Por otro lado, descomponiendo la matriz del sistemaen A =D — E — F, (D
matriz diagonal formada por los elementos de la diagonal de A y E y F ma-
trices triangulares inferior y superior respectivamente), y utilizando el método
de Jacobi para la resolucion del sistema, se obtiene,

Xi+1 = Di1 (E + F) X; + Dilb
que multiplicando por D y operando resulta,
DXi+1 = DXZ‘ + (b - AXZ) (43)

Comparando las expresiones de recurrencia finales de ambos métodos, se
observa que el método de Jacobi aplicado al sistema sin precondicionar, equi-
vale al de Richardson, con a = 1, menos robusto y mds simple, cuando este
se aplica al sistema precondicionado con la matriz diagonal D. Resulta asi un
precondicionador elemental, facil de implementar y con matriz inversa que se
determina con muy bajo coste computacional, ya que la matriz de precondicio-
namiento es diagonal y sus entradas son las de la diagonal de A.

4.2. Precondicionador SSOR

Si aplicamos el método SSOR al sistema sin precondicionar, considerando
la descomposicion de la matriz A en A = D — E — F como en el caso anterior
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siendo w el pardmetro de relajacion, se obtiene para la solucién,

D - D -
a2 () 2) (0 )
w w w w
D 12— D -
+(——F) —wD(——E) b
w w w
operando para expresar esta relaciéon de forma que se pueda comparar con la

solucién que resulta de aplicar el método de Richardson al sistema precondi-
cionado,

o
w(2—w)
1

=569 (D-wE)D ! (D—wF)x; + (b — Ax;)

(D—wE)D ' (D—wF) x4,

con lo que resulta como matriz de precondicionamiento,

1 D
M=o (D—wE)D ! (D—wF) (4.4)

que en el caso de sistemas simétricos, como se cumple que,
(D—wF) = (D—wE)"

podemos expresarla como un producto de dos matrices triangulares traspues-
tas,

B [(D—wE)D—W] [(D—wE) D‘1/2] 45)

B w(2—w) w(2—w)

para el caso de sistemas no simétricos también lo podremos expresar como un
producto de matrices triangulares, inferior y superior respectivamente,

M = (I-wED™') (M)

=) (4.6)

4.3. Precondicionador ILUT

Resulta de la aproximacién de A por una factorizacién incompleta LU en la
que se establecen unas determinadas reglas para eliminar (hacer cero) algunas
entradas de las matrices L y U, que eran cero en la estructura original de la
matriz A. Se puede establecer la regla para todas las filas, aplicando la misma
regla a todos los elementos de la fila.

Llamando w a la longitud completa de trabajo de la fila, que es usada para
acumular combinaciones lineales de filas sparse en la eliminaciéon gaussiana,
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siendo wy, la k-ésima entrada de esta fila y denotando por a;. la i-ésima fila de
A, el algoritmo ILUT queda,

ALGORITMO ILUT
Parai=1,...,n, Hacer
W = A«
Para k =1,...,7 — 1y cuando w;, # 0 Hacer
Wy = Wi/ agy
Aplicando una regla de eliminacién para wy,
Siw, # 0 entonces w = W — WU
Fin
Fin
Aplicando una regla de eliminacién para la fila w
lij=wjparaj=1,....,01—1
U ; = wjparaj =t,..,n
w =0
Fin

En la factorizaciéon ILUT(p, 7) la regla de eliminacién usada es:

1. Un elemento wy, serd reemplazado por cero si es menor que una toleran-
cia relativa 7; obtenida multiplicando por 7 la norma del vector original de la
i-ésima fila.

2. Para cada vector fila w primero se hacen cero cualquier elemento cuya
magnitud sea menor que una tolerancia relativa 7;. Entonces se consideran s6-
lo los p elementos mayores de la fila correspondiente, tanto en L como en U,
aunque en ésta tultima ademads se incluye siempre el elemento de la diagonal.

4.3.1. Precondicionador ILU(0)

Es un caso particular del precondicionador ILUT que resulta de la apro-
ximacién de A por una factorizacién incompleta LU, guardando las mismas
entradas nulas en las matrices triangulares L y U [48],

A=LU~ILU(0)=M (4.7)
donde m;; son las entradas de M tal que,

mg; = 0 if Q5 = (48)
{A-LU}, =0 if a;#0 (4.9)

Es decir que lo elementos nulos de la matriz del sistema siguen siendo nulos
en las posiciones respectivas de las matrices triangulares para no incrementar
el coste computacional.
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4.4. Precondicionador Diagonal Optimo

Recientemente, el uso de inversas aproximadas se ha convertido en una
alternativa a los precondicionadores implicitos debido a sus propiedades de
paralelizacién [5, 36]. Por ejemplo, en el caso de precondicionamiento por la
izquierda, el precondicionador N resulta de resolver un problema de minimi-
zacion [3], definido sobre la norma de Frobenius,

min [MA —1I||» = [[NA —I||

donde S es un subespacio de las matrices cuadradas de orden n y N € S, es
tanto mejor precondicionador (aproximada inversa de A) cuanto més pequefia
sea | NA — I|| ., siendo la situacién deseable que |[NA —I|| . < 1.

Si {M;}!_, es una base de S tal que {M;A}” | es base ortogonal de SA,
Entonces, la solucién a este problema, que puede verse en [31, 60], es:

V4
tr MZA t’f’ MA
Ay INA T = Z (4.10)
L IMA M, AHF

En el caso particular en que S es el subespacio de las matrices diagonales
de orden 7, el mejor precondicionador diagonal del sistema es,

N = diag( au B 2) (4.11)
leTAllL lleF Al lelAll;
n s
INA =T} =n—-) —= (4.12)
i=1 ”ezTAHQ






Capitulo 5

Esquemas de almacenamiento

Las matrices de los sistemas lineales que estamos resolviendo tienen estruc-
tura sparse y el nimero de elementos no nulos es mucho menor que el de los
nulos. El esquema de almacenamiento de estas matrices pues, debe fundamen-
talmente reducir el coste computacional y el requerimiento de memoria en el
ordenador.

Existen distintas formas de almacenamiento [68, 72], para estas matrices
sparse, que datan de las primeras experiencias numéricas en el campo de la
Ingenierfa y que han ido mejordndose a medida que lo ha permitido el desa-
rrollo de la tecnologia informaética. Una técnica més reciente, que tuvo su auge
con la aparicién de ordenadores paralelos es la de almacenamiento elemento a
elemento (ver por ejemplo Montero y otros [53]). La efectividad de estos méto-
dos esta directamente relacionada con la utilizacion del paralelismo masivo en
la computacién.

5.1. Almacenamiento de la matriz del sistema

El esquema de almacenamiento que utilizamos en este trabajo, para una
matriz sparse A de dimensién n es una version del formato Ellpack-Itpack [72].
Se requieren dos matrices rectangulares de dimensién n x n,4, una de reales y
otra de enteros, donde n, es el maximo nimero de términos no nulo por fila
y nqg << n.La primera columna de la matriz de reales contiene a los términos
de la diagonal de A, y a continuacién, de forma ordenada se coloca el resto de
términos no nulos de la fila. En la primera columna de la matriz de enteros se
coloca el ntimero de términos no nulos de la fila. Seguidamente, en cada fila se
almacena la posicién de columna de cada elemento no nulo de A. En ambas
matrices las filas son completadas con tantos ceros como sea necesario.
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Por ejemplo, para la matriz,

ann 0 a3

0 a9 0
a1 0 ass
0 49 0
0 as2 0
0 g2 0
ary 0 0

0

A24

0

Qg4
0
0

Q74

0 ayr
Q96 0

0 0

0 0

0 asr
Qg 0

0 arm |

las matrices de elementos no nulos y de posiciones serian,

a1
22
ass3
Va=| au
as5
Q66
arr

a3
Q24
a3y
(£7))
Q52
62
an

a7 0
Q25  A26
0 0

ays 0

asy 0
0 0

Q74 QArs

w
i
N W W N W

—N NN R W
O g ot O ot
O OO O oo

5.2. Almacenamiento de la matriz de precondicio-

namiento

El esquema de almacenamiento descrito anteriormente tiene interesantes
ventajas para la computacién del producto matriz por vector en maquinas vec-
toriales/paralelas, pero ademas permite utilizar la misma matriz de posiciones

de A para los precondicionadores ILU(0) y SSOR.

5.2.1. Almacenamiento de la matriz de precondicionamiento
factorizada ILU(0)

En el ejemplo anterior, la factorizacién ILU(0) de la matriz A quedaria,

a1

0

@31

0 a3
929 0

0 as3
492 0
as9 0
a2 0

0 0

Q24

Qg4

Q74

25

a45
Q55

Q75

Q
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[ 1
0 1
337 0 1
=~ 0 I 0 1
0 Iz 0O O
0 Iz 0O O
[l 0 0 In

U1 0 ws
U922 0
U3z

0 0
Ugq Ugs
0 0
Ugq  Ugs

Uss

U6

o O

Uge

Us7

0

U7z

Las dos matrices L y U se almacenarian en la matriz tinica cuyos elementos
no nulos ocupan idénticos lugares que en la matriz del sistema y por tanto,
definida por la misma matriz de posiciones,

[ U11 0
0 U922
l31 0
0 l42
0 l52
0 l62

| l71 0

Uuis 0 0 0 U7

0 ugy wgs uz O
Uuss 0 0 0 0
0 Ugq4 Ugs 0 0

0 0 Uss 0 Us7
0 0 0 Uge 0
0 g ;s 0 up

5.2.2. Almacenamiento de la matriz de precondicionamiento
factorizada SSOR

En la factorizaciéon de M obtenida para el precondicionador SSOR, las ma-

trices serian,

(I-wED™ ') =

( D—wF

w(2 —w)

):

1
0 1
S31 0 1
0 s40 0 1
0 s 0 0 1
0 S62 0 0 0
| st 0 0 s7q 75

11 0 13 0 0

rog 0 rog 75
33 0 O

T4q4 T45

T's5

1
01
0 17
T26 0
0 0
0 0
0 T's7
T'66 0
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Y de la misma forma que para el precondicionador ILU(0), bastard una ma-
triz de elementos no nulos para almacenar conjuntamente las dos matrices,

11 0 13 0 0 0 ri7
0 71 0 72g T25 T2
S31 0 T'33 0 0
0 S49 0 T4qa T45 0 0
0 559 0 0 T'ss 0 T's7
0 S62 0 0 0 T'66 0
st 0 0 su os;s 0 oy

)
o O




Capitulo 6

Reordenacion

Las técnicas de reordenacion, que se aplican fundamentalmente en la reso-
lucién de sistemas de ecuaciones lineales por métodos directos, estdn basadas
en la teoria de grafos y proporcionan una nueva matriz con un ancho de ban-
da o pérfil menor, reduciendo el coste de almacenamiento y donde el efecto de
relleno que se produce en la factorizaciéon LU queda disminuido. El objetivo
que se persigue al aplicar estas técnicas a los algoritmos que hemos estudia-
do es conseguir que la factorizacién ILU(0) sea més cercana a la factorizacion
completa LU, para que la matriz de precondicionamiento se asemeje lo mas
posible a la matriz del sistema inicial A, lo que supone teéricamente, un mejor
precondicionador, mejora que se ve reflejada en los resultados obtenidos para
las aplicaciones précticas. Efectos similares se pueden extender al precondicio-
nador SSOR ya que es otra aproximacion de la factorizacién de A.

La reordenacion no afecta al almacenamiento de la matriz, ya que el nimero
de elementos no nulos, que son los almacenados en la forma compacta que
usamos, se sigue conservando aunque ocupen posiciones distinstas.

En los experimentos ntimericos, las técnicas que se han adaptado al esque-
ma de almacenamiento descrito, son el algoritmo de grado minimo (MDG, M-
nimum Degree) propuesto por George y Liu [29], el algoritmo inverso de Cuthill-
Mckee (RCM, Reverse Cuthill-Mckee) [28] propuesto por George para mejorar el
algoritmo de Cuthill-Mckee [8] y el algoritmo del minimo vecino (MN, Mini-
mum Neighboring) [13], que es una variante del MDG.

6.1. Algoritmo de Grado Minimo

Este algoritmo se usa para matrices con estructura sparse pero simétrica.
Consiste en hacer una renumeracién de los nodos en orden creciente de sus
grados respectivos (el grado de un nodo es el ntiimero de aristas o conexiones
de dicho nodo en el grafo asociado). Los nodos de mayor grado originaran en
teoria, un mayor fill-in. La idea es renumerarlos al final para evitar el incremen-
to del fill-in durante el proceso.
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ALGORITMO MDG
1 - Construir el grafo asociado a la matriz A, g(z) = (V, E), donde V es
el conjunto denodosy E = {{a,b} :a#b /a,be V}.
2 - Mientras V # 0
2.1- Elegir un nodo v de grado minimo en g(z) = (V, E) y reordenar
como nodo siguiente.
2.2 - Definir:
Vo=V —{uv},
E,={{a,b} e £/ a,be V,}U{{a,b}a#0b [/ a,be Adj,(v)}.
Siendo, Adj,(v) el conjunto de nodos conectados a v en el grafo
g9(@).
y hacer
V=V, E=E,ygx)=(V.E).
3 - Fin

6.2. Algoritmo de Cuthill-McKee Inverso

El algoritmo de Cuthill-Mckee proporciona un método sencillo para reor-
denar una matriz sparse con objeto de reducir los costes de almacenamiento
(conservar la sparsidad, es decir reducir el efecto fill-in) transformando la ma-
triz en una matriz banda. La ordenacién resultante al invertir el algoritmo de
Cuthill-Mckee resulta frecuentemente mejor que el original, en términos de re-
duccién de perfil, aunque la anchura de banda permanece sin mejorarse. Este
algoritmo se denomina de Cuthill-Mckee Inverso.

ALGORITMO RCM

1 - Construir el grafo asociado a la matriz A, g(z) = (V, E), siendo V el
conjunto denodosy £ = {{a,b} :a#0b / a,be V}.

2 - Determinar un nodo inicial (pseudo-periférico) y renumerarlo

Como .

3 - Renumerar los nodos conectados a z; en orden ascendente de grado.
4 - Efectuar el ordenamiento inverso.

5 - Fin

6.3. Algoritmo del Minimo Vecino

Este algoritmo es una variante del algoritmo de grado minimo que opera eli-
minando los nodos seleccionados en la estructura del grafo asociado a la matriz
y de forma que no se define ni se inserta en el grafo ninguna nueva conexion.
Este algoritmo selecciona el nodo que tiene el menor ntimero de vecinos. Es
especialmente 1til cuando se hace una factorizacién incompleta con el mismo
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patrén de sparsidad que la matriz del sistema, por ejemplo cuando se utilizan
precondicionadores como el ILU(0).

ALGORITMO MN
1 - Construir el grafo asociado a la matriz A, g(z) = (V, E), donde V es
el conjunto denodosy E = {{a,b} :a#b /a,be V}.
2 - Mientras V' # ()
2.1- Elegir un nodo v de grado minimo en g(z) = (V, E) y reordenar
como nodo siguiente.

2.2 - Definir:
Vo=V —{v}, E,={{a,b} € E/a,beV,}.
y hacer
V=V, E=E,yg(x)=(V,E).
3 - Fin

6.4. Algoritmo de George

La eleccién del nodo inicial en el segundo paso de los algoritmos anteriores
se ha determinado usando el algoritmo de George [29, 65], lo que nos permite
comenzar desde un nodo pseudo-periférico.

Si definimos la distancia d(z,y) entre dos nodos z e y en un grafo g(z) =
(V, E), como la longitud de la trayectoria mas corta que une ambos nodos, y la
excentricidad de un nodo z por ¢(z) = Max {d(z,y)/x,y € V}, el algoritmo se
escribe de la siguiente forma,

ALGORITMO DE GEORGE PARA LA BUSQUEDA

DE NODOS PSEUDO-PERIFERICOS

1- Elegir un nodo arbitrario r de V.

2 . Generar una estructura con niveles enraizada en 7,

{LO(’I’), Ly(r), .. .,Lg(r)(r)} )

siendo L;(r) = {z/d(x,r) = i}.
3 - Elegir un nodo = de grado minimo en L., (7).
4 . Generar una estructura con niveles enraizada en z,

{L0($)a Ll(x)v R Ls(:v)(x)}

5-Sie(x) > e(r), establecer + — r y volver al paso 3.
6 - Caso contrario tomamos z como nodo inicial.
7 - Fin






Capitulo 7

Algoritmos precondicionados

En este capitulo se presenta la versiéon precondicionada de los algoritmos
basados en los subespacios de Krylov desarrollados en el capitulo 3.

Cada sistema es transformado en otro precondicionado para ser resuelto
mediante un método de Krylov [81]. A medida que se desarrolla el algoritmo,
se efecttian transformaciones, introduciendo nuevos vectores y se aprovechan
las caracteristicas de la matriz de precondicionamiento que debe cumplir unos
requisitos generales que garanticen su efectividad. Esto es,

- La matriz de precondicionamiento nunca es multiplicada explicitamente
por la matriz del sistema A.

- A pesar de estar resolviendo el sistema precondicionado A% = b, el algo-
ritmo debe proporcionar la solucién del sistema original x.

- El criterio de parada se define a partir de los vectores residuos del sistema
original sin precondicionar (r = b — Ax).

7.1. Algoritmo CG

La aplicacién del algoritmo del Gradiente Conjugado requiere que la matriz
del sistema a resolver sea simétrica y definida positiva, pero aunque estemos
resolviendo un sistema como el (2.1) que cumpla estas condiciones, al aplicar
una técnica de precondicionamiento, el nuevo sistema no sabemos si las cum-
plira. Es decir, que si por ejemplo vamos a resolver el sistema M~'Ax = M 'b,
la matriz M~' A debe ser simétrica y definida positiva para poder usar el algo-
ritmo CG.

Una alternativa es reemplazar el producto escalar euclideo usual en el algo-
ritmo por otro producto interno de matriz M, ya que como,

(x,y)m = (Mx,y) = (x, My)
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entonces,
(MTAx,y) = (M (MTA)x,y) = (Ax,y) = (x,Ay) =
= <X, M (MflA) y> = <x, MflAy>M
Reescribiendo el algoritmo CG con este nuevo producto interno, siendo el

residuo del sistema original r; = b — Ax;, y llamando z; = M~ 'r; al residuo
del sistema precondicionado obtendremos,

(z),2j)\m
<M71Apj7pj>1v1
2. Xj+1 = Xj + Oéjpj
3. riyh1=1; — Oé]Ap] YZ;11 = M_lerrl

1.0éj:

4 - (Zj11,Zj41) 0

O
i Zj)m

5.Pj+1 = zj+1 + 5;p;

Y como (z;,z;)y, = (r;.2;) y (M~ 'Ap,, pj>M = (Ap,, p;), el algoritmo pre-
condicionado resulta,

ALGORITMO GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO (PCQG)
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;
Resolver Mz, = rg, py = zo;
Mientras || r; || /|| ro [|[> ¢ (j =0,1,2,3,...), hacer
_ vz

(Ap;,p;)’
Xj+1 = Xj + ;Pj;
rip1=r; — ajApj;
Resolver Mz, 1=rj;

(Tj+1,%)41) |
g =
(rj, ;)

Pjr1 = Zj11 + 3Py

2%

Fin

Si utilizamos como matriz de precondicionamiento M = LL7, obtenida por
una factorizacién incompleta de Cholesky de la matriz A del sistema original,
entonces,

L'AL 7u=L"'"b, x=L"Tu (7.1)
Definiendo las siguientes matrices y vectores auxiliares,
pj = Lij
u; = LTXj

rj=Lz; =L 1

A=L'AL"
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y como,
(vj,2;) = (r;,L7"L7"z;) = (L7'r;, L7'r;) = (T}, 7))

(Ap;,p;) = (AL "p;, L p;) (LT 'AL"p;,p;) = <K l3j>@‘>

todos los pasos del algoritmo anterior pueden ser reescritos con estas nuevas
variables,

<Apj, Pj>
2.uj41 = u; + q;p;
3. /fj+1 = /I'\j - OéjAﬁj
T, 1,1,
4. /BJ _ < ];l»\17/\]+1>
PR
5.Pj+1 = Tj41 + B3P

que corresponde al algoritmo del Gradiente Conjugado aplicado al sistema
precondicionado Au = L™ 'b, donde u = L x. El algoritmo puede escribirse re-
terido a x y las direcciones conjugadas originales, de la siguiente forma,

ALGORITMO GRADIENTE CONJUGADO CON PRECONDICIONADOR FACTO-
RIZADO (SPLIT-PCG)

Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;

Resolver Lry = ry;

Resolver Lp, = T1y;

Mientras | T; || / || ro |> ¢ (j =0,1,2,3,...), hacer

(T
“ (Ap,,p;)’

Xj+1 = Xj + &;P;
Resolver Lu;= Ap,;
Tjy =T — au;;
g - (T Tj)
(r;, )

Resolver LTv; 1 =T;1;
Pj+1 = Vi1 + 5P

Fin

Analogamente se puede obtener un algoritmo equivalente para el CG pre-
condicionado por la derecha sin més que considerar los productos internos re-
feridos a la matriz M.
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7.2. Algoritmo Flexible GMRES (FGMRES)

El Flexible GMRES [71] es una versién que admite varios precondiciona-
dores en cada paso, tal que si M;, j = 1,...,k es un conjunto de matrices no
singulares de precondicionamiento, el algoritmo se puede escribir como,

ALGORITMO FGMRES
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Ax; Elegir k
Mientras || r;—1 || / || ro ||> € (i =1,2,3,...), hacer
Resolver Myr;_; = r;_1;
Bic1 = Tica |I;
vy = ﬁfpl}
Desde j = 1, ..., k hacer
Resolver M,z; = v;;
w = Azj;
Desde n =1, ..., j hacer
[H},; = (w,v.);
w=w—{H} v,
Fin
{H}j+1j = w;
Vit1 = m A\%
Fin
Encontrar uy, tal que ||;,_1e; — Hy u||, sea minimo, donde e, es el primer
vector de la base canénica en R*"!, y Hy, es la matriz (k+1) x k cuyos elementos
son los {H}, ; definidos en el algoritmo.
X; = X;_1 + Viuy; siendo Vi = [vy, Vo, ..., Vi];
ri=b— Ax;;
Fin

7.3. Algoritmo FGMRES Modificado

Esta modificacién del FGMRES consiste en utilizar un método directo para
la resolucién del problema de minimos cuadrados que aparece en cada itera-
cién [25] en lugar de la tradicional factorizacion QR [72] u otra implementacion
basada en la transformacién de Householder [90].

Considérese la proyeccion ortogonal sobre el subespacio de soluciones me-
diante la multiplicacién por la matriz H:

H, Hyu=H, e, (72)

La forma de Hj, sugiere descomponer el producto H, H; en una suma. En
efecto, se advierte facilmente que Hy, es una matriz (k + 1) x k con la siguiente
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estructura:

[ d ]

Uy,

H; =

0

La primera fila estd definida por un vector de dimensién k (d}) y el resto
forma una matriz cuadrada triangular superior Uy:

{di}; =di ={H},, =1,k (7.3)
— s — {H}i+1j 1<1<)<k
{Uk}ij — T { 0 en el resto (7.4)

Teorema. Sean d;, y U;, definidos por (7.3) y (7.4), y Px, Px, respectivamente,
las soluciones de los sistemas triangulares U’ py, = d, y Uxpy = Py. Si se define,

Bin1

Ni=———; u, =\
1+ (dg, px) : Pk

entonces u; minimiza la forma cuadratica J(u) = || 3;_1e; — Hy ul|, sobre R*.
Demostracion: Obsérvese en primer lugar que 1 + (dy, px) # 0, ya que

(dk, pr) = (ULUsps, pi) = |Uspsll; > 0

y, por tanto, A\; nunca puede degenerar.
Consideremos ahora el sistema lineal dado en (7.2). El (4, j)-ésimo elemento
de H! H, es:

k
{HiH:}, = did; + >ttt (7.5)

m=1

En definitiva, se puede expresar,
(did}, + U,Uy) u=Hj, Bi_1e (7.6)
Teniendo en cuenta que H}e; = dy, se obtiene la siguiente formulacion:
(did}, + U Uy) u =5;_1dy (7.7)

Si pasamos al segundo miembro el producto externo y aplicamos la propiedad
asociativa de la multiplicaciéon de matrices, se obtiene,

UZUku = dk (ﬁi—l — <dk, 11>) (78)

Si definimos,
>\i = 61',1 — <dk, u> (79)
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u = \;px (7.10)

entonces se tiene que,
U, Uipi= dy, (7.11)

Esto supone resolver s6lo dos sistemas triangulares, ya que U}, y Uy son
matrices triangulares inferiores y superiores, respectivamente. Una vez resuel-
to este sistema, se necesita calcular )\; para obtener u en la ecuacién (7.10). Sus-
tituyendo (7.10) en (7.9) se llega a,

Ai = Bic1 — (d,u) = Bim1 — A (di, Pr)

y por tanto, se demuestra que

Bi1
\=— 7.12
1+ (dg, px) 712
El célculo del nuevo residuo se basa en el siguiente resultado [71],
r;=Vin (ﬁiflel — Hy, U—) (7.13)

donde se sabe que V.1 = [v1, Vs, ..., Vi11] Y €s unitaria. Asi, se puede escribir,
r = Vif (7.14)
representando ; el siguiente vector de dimensién (k + 1),
t; = 0;_1e1 — Hpu (7.15)
Ademas, es evidente que,
[rilly = 17l (7.16)

A partir de la descomposiciéon de Hy, la primera componente del vector
(Hyu) de dimensién (k + 1) es el producto escalar (dj,u), y el resto de las
componentes vienen dadas por el vector (U,u) de dimensién k. Por tanto, la
primera componente de t; es )\;, y las otras,

—Ugu = - \Uipr = —\iDs (7.17)

siendo posible almacenar el vector p; después del primer remonte al resolver
(7.11).

Con estos cambios, el algoritmo FGMRES Modificado se formula como si-
gue:
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ALGORITMO FGMRES-MODIFICADO
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy; Elegir &
Mientras || r; 1 || / || ro ||[> e (i =1,2,3,...), hacer
Resolver Myr;_; = r;_q;
Bir=|Tica [;

Vi = ﬁ ri—1,
Desde j =1, ..., k hacer
z; = Av;y;
Resolver M;w = z;
Desde n =1, ..., j hacer
{H}nj = (W, Vy);
w=w—{H} .v,

Fin

{H}j+1j :H w [|;

Vil = W
Fin

Resolver Uip =d, y Uyp = p;

dy},, = {H}
donde {di, Lm Im=1,..k
{Uk}lm = {H}l+1m

)\_:L.
' 1+<dk7 p>’
u, = A\ p;

X; = X;_1+ Vkuk,' siendo Vk = [Vl, Vo, ..., Vk],'
r; = Vit siendo Vi = [vi, va, ..., Vi
£} =\
donde {Ti} ’ l=1,..k

{f'z‘}l.H = _/\i {f’}l
Fin

7.4. Algoritmo Variable FGMRES (VFGMRES)

El algoritmo Variable GMRES es una variante del FGMRES-Modificado.
Ademads de la resolucién directa del problema de minimos cuadrados [25] la
idea bésica es usar el full GMRES al principio del algoritmo hasta que satisface
una cierta subtolerancia ¢ que puede ser funcién de ¢, la tolerancia exigida a la
solucién, y se incrementa la dimensién del subespacio de Krylov £ una unidad
en cada paso mientras que la norma del vector residuo sea mayor o iguala d y
k sea menor que la dimensién maxima permitida (por ejemplo, por exigencias
de memoria) del subespacio de Krylov k,,. A partir de este punto, con ese ul-
timo valor de k, comenzar el algoritmo como si se tratase del estdndar restarted
GMRES hasta alcanzar la tolerancia € dada (ver Galadn y otros [24]).
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ALGORITMO VFGMRES

Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;

Elegir kinit, kiop, 6 € [0, 1], k = Kinit

Mientras || T;—1 || / || ro [|> e (i=1,2,3,...),
Bi1 = || r, ||, Vi = Fi—l/ﬁz‘—u

Siffrici || /lro||>0yk<kyy hacerk =k +1;

Para j =1, ..., k hacer
Resolver Mz, = v;;
w = Azj;
Paran =1, ..., j hacer
{H},, = w'v,;
w=w—{H} vy

Fin
{H}j+1,j =l w;
Vi+1 = w/ {H}j+1,]

Fin
Resolver Uip =d, y Uyp = p;
con
{Uk}lm = {H}l+1,m
_ B
1+dip’
u, = A\ p;

%

X; = X;_1 + Zruy; siendo Zy = (21, 29, ..., Zx);

N

{Ti}; = A =1

r; = Zj,1T;; con . _
FH {ri}l+1 = _)\z‘ {p}l

Fin

{dk‘}m = {H}lm l,m — 17 o k,'

Este algoritmo, al igual que el FGMRES, permite cambiar el precondiciona-

dor en cada iteracion.

7.5. Algoritmo Bi-CG

Precondicionando por la izquierda el algoritmo Bi-CG obtenemos,

ALGORITMO BI-CG PRECONDICIONADO
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;
Elegir r{ tal que (ro, r{) # 0;

Resolver Mzy= ry;

Po = Zo, Py = I

Mientras || r;—; || /|| ro > ¢ (j =1,2,3,...), hacer

Resolver Mz,=rj;
t; = Ap;;
Resolver Mv ;= t;;



Algoritmo CGS 71

*
o — (2, r;) ,
J - 7
(v;:p;)
Xj+1 = Xj + Q;Pj;
rjy1 =71; — ajApj;
Resolver Mz, 1= r,41;

* ek AT %
I =1 a; A p;;
*
<ZJ'+1’rj+1>,

R e
(2j,17)
Pjr1 = Zj+1 + B;py;
Pj1 = T + 6P
Fin

7.6. Algoritmo CGS

Si se aplica el método CGS a los sistemas precondicionados [54], se obtienen
tres algoritmos que se corresponden con cada una de las formas de precondi-
cionamiento. Sin embargo la tinica diferencia entre ellos estriba en el vector
residuo inicial r§ que influye en cada iteracion, siendo la relacién con el vector
residuo inicial del sistema auxiliar precondicionado,

r; =1, precondicionamiento por la derecha
ry = M~ TFy  precondicionamiento por la izquierda (7.18)
ri =L TF;  precondicionamiento por ambos lados

Al ser 1; arbitrario, se puede elegir de un modo adecuado para cada forma
de precondicionamiento tal que un algoritmo se transforma en otro. La conclu-
sion es que las diferentes formas de precondicionamiento son equivalentes a
determinadas elecciones del vector inicial rf [82].

ALGORITMO CGS PRECONDICIONADO

Aproximacioén inicial x¢. ro = b — Axy;

Elegir r{ arbitrario tal que (r¢, rj) # 0;

Resolver Mz= ry;

Po = Up = Zo,

Mientras || r;—1 || /|| ro |> ¢ (j =1,2,3,...), hacer
Resolver Mz;= r;;

t; = Ap;;
Resolver Mv,= t;;
o (7r5)
T {virg)

qj = U — @;Vy,
Xj1 =X+ (w5 +q;);
rj1=1; — oA (u; + q;);
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Resolver Mz 1= r;;4;
8, = <Zj+171"3>,_
’ <Zj7 I'8>
W1 = Zj01 + 0595
B Pj+1 = W1 + B (a5 + 8;p;);
in

7.7. Algoritmo BICGSTAB

El método BICGSTAB es una variante del CGS. Introduce un nuevo para-
metro w en cada iteracién para minimizar el residuo (ver [85]). Para cada forma

de precondicionamiento [54], el valor del pardmetro w resulta:

- (As)"

W= ﬁ precondicionamiento por la derecha
s)” As

_ (MAs) (M) . . .

w= precondicionamiento por la izquierda

(M~1As)" (M~'As)

L 'As) (L}
W= (i 0 {)S;(E, 1AS>) precondicionamiento por ambos lados
~1As ~1As

J

(7.19)

De este modo, el calculo de w incluye un proceso de sustitucién por iteracién
para el precondicionamiento por la izquierda y dos para el precondicionamien-
to por ambos lados. No obstante, si obtenemos @ a partir de la minimizacién
del residuo del sistema original sin precondicionar, todos los valores dados en
la ecuacion (7.19) coinciden con el del precondicionamiento por la derecha. En

este caso se obtiene también un tnico algoritmo,

ALGORITMO BICGSTAB PRECONDICIONADO

Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;

Elegir r{ arbitrario tal (r¢, rf) # 0;

Resolver Mz,= ry;

Po = Zo;

Mientras || r;—; || /|| ro [|> ¢ (j =1,2,3,...), hacer
Resolver Mz,=rj;

y; = Apj;
Resolver Mv;=y ;
_ (z,rg)
T vy
Sj = Tj — Q5
u; = Asj;

Resolver Mt; = u;;
a}‘ — <tj’ Sj> .
To(tty)
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Xjt1 = X + a;p; + w;uy;
Zjy1 = 8; — w;ty;
8; = <Zj+17r6> « Qj .
J Lok ~.7
(zj,17) Wi
Pj+1 = Zj11 + Bj (Pj — Wjvy);
Fin

Cualquier otra eleccién del residuo inicial conducird a una nueva forma de
precondicionamiento (ver [82]).

7.8. Algoritmo QMR

Precondicionando por la izquierda el algoritmo QMR, obtenemos,

ALGORITMO QMR
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;
Resolver Mzy= ry;
p1 =20 y;vi=20/p1;
Elegir w, tal que || wy ||=1;
Po=dqo=do =0;
co=¢c=§=1;
vo=0,1m=—-1,
Mientras /7 + 1|n;_1] / [[ro|| > e(j = 1,2, ...), hacer:
d; = (vj, w;),
p; =v; — (§0;/€j-1) Pj-1;
a; =w; — (pj0;/€j-1) qj-1,

u; = Apj;
Resolver Ms; = u;;
€ = (85, 95);
i = €/
Vit =85 — B5Vj, pir1 = || Vit
Resolver M”t; = q;;
Wi = ATt — 8w, & = Wil
2
_ Piv1 1 PiC;
Vi —= —="" .=

G = e )y = N1
Togalgl [1 402 ! B

d; = mp; + (1)) dj;
X; = X1 +dy;
Virl = Vi/piti
Wil =Wji1/Ej41
Fin
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7.9. Algoritmo TFQMR

Aplicando el mismo principio para el precondicionamiento del algoritmo
CGS obtenemos el correspondiente algoritmo TFQMR precondicionado.

ALGORITMO TFQMR PRECONDICIONADO
Aproximacion inicial xg, ro = b — Axy ;
Resolver Mz, = ry;

W1 =Y1 = Zy,

u; = Ayy;
Resolver Mv, = u;
dy = 0;

7o = ||Zoll, Yo =0, 1m0 = 0;
Elegir Ty tal que py = (20, 1) # 0;
Mientras vk + 17,1/ ||ro]| > e(k = 1,2, ...), hacer:
(@) Ok—1 = (Vi—1,T0), h—1 = pr—1/0%—1;
Yor = Yok—1 — Qk—1Pk-1/
(b) Para m = 2k — 1,2k hacer:
u, = Ay,,;
Resolver Mq,, = u,,
Wim+1 = W — Qg—1qm;
T T
" Tmo1 T4+ 02
T = T 1UmCm, N = C2.Qp_1;

2 i
dm =¥Ym+ m—1llm1 d

m—1s
A1

Xy = Xp—1 + 77mdm/
Si x,,, converge: Fin
(©) pr = (Waks1,T0), B = P ;
Pk—1
Yokt1 = Wort1 + Beyors
Wopy1 = AYopi1s
Resolver Mqy;,,; = Ugp41

Vi = Qok+1 + Ok (dak + Bevi—1);

Fin

7.10. Algoritmo QMRCGSTAB

Este método aplica el principio de cuasi-minimizacién al BICGSTAG. La mi-
nimizaciéon por minimos cuadrados incluida en el proceso es resuelta usando
la descomposicion QR de la matriz de Hessemberg de forma incremental con
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las rotaciones de Givens. En el algoritmo QMRCGSTAB precondicionado da-
do a continuacién, las rotaciones de Givens son escritas explicitamente como
propone originalmente Chan y otros [6].

ALGORITMO QMRCGSTAB PRECONDICIONADO
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;
Resolver Mz, = rg;
Elegir y tal que (z,T) # 0
Po=Vvo=do=0;
po= o =wy=1,70 = ||z, o =0, 1m0 = 0;
Mientras /7 + 1|7] / |ro|| > e(j = 1,2, ...), hacer:
pj = (zj-1.Y0), Bj = (pj/pj—1)(tj-1/@;-1);
Pj = 21+ 3(Pj-1 — @j1Vj1);
y; = Apj;
Resolver Mv; =y;;
a; = p;j/ (Vj;To);
Sj =2Zj_1— Q;Vj;

Primera cuasi-minimizacion
1 -

0= llsll /r e = ——=—=iT =T bic;
\/ 14607
M = cjay;
. 02 n .
dj =p;+ #dj—l;
J

X;j = Xj-1 +1;d;;
u; = Asj;
Resolver Mt; = u;;
5 80t

Tt t)

Zj = Sj — thj,'
Segunda cuasi-minimizacién
~ 1 ~
0, = z;|| /T, c = ——==; T =T b;¢;
1462
j
2

nj = €Wj;
0277 ~
dj = Sj + i—mdj,’
Wi
X; = X; +1;d;;

Fin



76

Algoritmos precondicionados

7.11. Algoritmo CGN

Si aplicamos la técnica de precondicionamiento por la izquierda al algorit-

mo CGN desarrollado en el capitulo 3 obtenemos,

ALGORITMO CGN PRECONDICIONADO
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy,

Resolver Mz, = r;
Resolver M”'sy = z;
po = Als;
Mientras || r; || /|| ro [|[> ¢ (j=0,1,2,3,...), hacer

Fin

tj = Ap;

Resolver Mv; = t;;

_ (ATs; ATs;)

<Vj7 Vj) '

Xj+1 = X; + ;P

Tjt1=T; — a;t;;

Resolver Mz, =rj;y;

Resolver M”s; 1 = z;,1;

g — (AT Alsi)
’ (ATs;, ATs;) 7

Pj+1 = Asj1 + Bipj;

Qi

7.12. Algoritmo LSQR

Si aplicamos la técnica de precondicionamiento por la izquierda al algorit-

mo LSQR desarrollado en el capitulo 3 obtenemos,

ALGORITMO LSQR PRECONDICIONADO
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;

Resolver Mz, = r;

B = HZOH/ u; = 20/51}

Resolver M''s; = uy;

o = [|ATs,

¢1 = ﬁl/ ﬁl = 0y,

Mientras ¢;/ || ro ||> £ (j =1, ...), hacer

p; = Avy;
Resolver Mq; = pj;
Birr = lla; — auyl;
W, = e ijuj;

Bi+1
Resolver Ms; 1 = u,41;

_ AT .
,vi=A 51/041,W1 =V,
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Fin

ajp1 = ||ATsj41 = Bj1v;

T
_ATsjn = By
Vj+1 == ’

7






Capitulo 8

Métodos de Cuasi-Minimo Residuo

Modificados

Como hemos visto en el capitulo 2, la solucién aproximada del QMR para

el subespacio de Krylov de orden £k, se puede escribir como,

X, = X9+ Vi u
donde u minimiza la norma,

ler = Ty,
que es una simplificacién de la norma del residuo,

| rHQ = HVkH (7e1 ~ T u) HQ

(8.1)

(8.2)

(8.3)

siendo V la matriz que tiene por columnas los vectores v;, i = 1,..., k, obte-
nidos en el procedimiento de biortogonalizacién de Lanczos, v = ||r¢ll,, v la

matriz T}, se define de la forma,

con,
a; 52
52 (8% ﬁ:%
03 o
T, = .
Op_2 kal
Ok—1 Q1 Bk:
0 oy

(8.4)

(8.5)

a,t=1,...k Bj,7 =2,..,k; 6,1 =2,...k + 1, son los pardmetros obtenidos

durante el proceso de Lanczos (ver apartado 2.2.1).

En este capitulo queremos abordar la resolucién del problema de minimos
cuadrados, que supone la minimizacion de la funcional cuadrética dada en (8.2)
de forma directa sin tener que recurrir a la factorizaciéon QR de la matriz T, [58].
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8.1. Resolucién directa del problema de Cuasi-mini-
mizacion

Consideremos la proyeccién ortogonal sobre el subespacio de soluciones
del problema de cuasiminimizacién dado en (8.2). Multiplicando por la matriz
T, obtenemos,

T, T, u=T, e, (8.6)

La estructura de T}, que es una matriz (k + 1) x k es,

[ df ]

U

0

donde la primera fila de T}, es un vector d}, de dimension k y el resto forma
una matriz triangular superior Uy,

Esto es,
dk = ( aq ﬁg o . . .0 )
dy Bs .
03 az [
U, = ) ) )
o Op—1 g1 P
Okt1
donde,
(A}, =d={T} =1k 8.7)
T} . . 1<i<j<k
Ut = = { i+1,j - T 8.8
Uk = s { 0 en el resto ®8)

. L =T s
lo que sugiere la descomposicion del producto T, T que aparece en la ecua-
cion (8.6) como una suma, de la forma,

k
_T_
T T} = did; + Y Uit 8.9
{k k i J Pt J ( )

. . . =T =
La ecuacioén (8.6), teniendo en cuenta esta descomposicion de T, T, se pue-
de escribir como,

(dpd? + ULU,) u =T, ve (8.10)
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Y teniendo en cuenta que TZel = dy, obtenemos la siguiente expresion,
(dpdi + UL Uy) u =vdy, (8.11)

Si hacemos uso de las propiedades asociativa y distributiva de las matrices,
entonces la ecuacién anterior quedard,

U Ugu =dy (v — (d, u)) (8.12)

y haciendo,
=7 - (diu) (8.13)
u = \;px (8.14)

obtenemos,
UZUkpk: d; (8.15)

que es un doble sistema triangular, ya que U7 y U}, son matrices triangulares y
sOlo requiere dos procesos de sustitucién, uno por descenso y otro por remonte,
para su resolucion.

Después de resolver (8.15), calculamos \; para obtener finalmente u a partir
de la ecuacién (8.14),

Ai =7 — (i, u) =7 — Ai (di, Pi) (8.16)
y de este modo,
A = m (8.17)
Notese que 1 + (dj, px) # 0, ya que,
<dk7pk> = <UZUkPk7pk> = HUkpk”g >0 (8.18)

y por tanto )\; nunca degenera.

En resumen, el método propuesto requiere:

1. Dados d;, y Uy, definidos en (8.7) y (8.8), resolver en doble sistema trian-
gular dado en (8.15) haciendo,

Uipi = di (8.19)
Uipr = Pr (8.20)

2. Calcular ); en la expresion (8.17).
3. Obtener u resolviendo la ecuacién (8.14)
El vector residuo cuya norma viene definida en (8.3) se puede obtener de,

r; = Vil (8.21)

siendo T; el (k + 1)-vector, _
/fi = ve; — Tk u (822)
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y sus componentes se pueden calcular de la siguiente forma,

ri}j_{ NP if =2, k+1 (8.23)

Ya que de la particién de T}, la primera componente del (k + 1)-vector (T u)
es (dg, u), y el resto de las componentes vienen dadas por el k-vector (U,u). De
este modo, la primera componente de t; es )\;, y las otras,

—Uru = -\ Urpr = —\iDs (8.24)

donde p; se puede conservar en la resoluciéon del primer sistema triangular
dado en (8.19).

Téngase en cuenta que ahora los residuos no son equivalentes (como ocurria
en el GMRES), ya que los vectores v; no son ortonormados. Es decir que,

Jlrfly 7 AIwill, (8.25)

8.1.1. Método QMR Modificado

La aplicaciéon de la resolucion directa del problema de cuasiminimizacion
planteado en el QMR, da como resultado el siguiente algoritmo,

ALGORITMO QMR MODIFICADO
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;

Br=01=0;

v =wo=0;

v = [Iroll;

Vi = W1 = Ty,

7
Mientras vk + 1| k-1 || /|l vo ||> e (k=1,2,3,...), hacer

ar = (Avg, Wy);

Vkﬂ = Av — apvi — Buvi—1;

Wit = ATwy — apwy, — 0 Wy_y;

~ o~ 1/2

Opt1 = |<Vk+1,Wk+1>| ;

Bri1 = <Gk+1, VAVk+1> /5k+1;

Vi1 = i"\1Lc+1/5k+1}

Wii1 = VAVkH/ﬁkH}

Resolver Uj p = d,, y Uxp = p;

{di},, = {T}
dond m Jim Lm=1,..k
;’“ { (U ={T},0

T (e
u; = Ay P
X = Xg + Vkuk,' siendo Vk = [Vl,Vg, woey V|,

Ak
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r; = ViyiTy; siendo Vi = [vi, Vo, .., Vi)

S
donde {Ek}l k L l=1,...k
{ {th} = — AP}

Fin

Se debe tener en cuenta que el criterio de convergencia se formula ahora en
funcién de 1y, que representa el residuo calculado del QMR-Modificado.

8.1.2. Método TFQOMR Modificado

Analogamente, la aproximacién obtenida con el TFQMR en un subespacio
de Krylov de dimension £, es de la forma,

X + quk (826)

donde Y = [y1,¥2, -, Yk), Yx = ti_1si k =2i—lesimpar, ey, =q;sik = 2i
es par, y u; minimiza la norma H (61€1 — T u)||,, lo que representa un cuasi-
minimo de la norma del residuo (ver p.e. Saad [72]),

[ rxlly, = HWkHA;;il (5161 — Ak+1ﬁkuk) H2 (8.27)

siendo, _ B
Ty = Ar1Bi (8.28)

Donde W, es la matrix que tiene por columnas los vectores,

Wip1 = [Wi, Wo, .o, Wip1] (8.29)
Y Ay, es una matriz diagonal, tal que Wy, queda escalada (95, = || r;||, si
k = 2i+1esimpar, 0 6 = /| ri—1|| ||ril|, si k = 2i es par),
01
dy .
A=\ . . .. (8.30)
Ok
Okt1

y B}, es la matriz de orden (k + 1) x k,

-1
%o 1 1

B,=| - ) . - ) (8.31)
—1
w12

Q-2 Ya-1))2
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El algoritmo TFQMR Modificado que se ha obtenido es,

ALGORITMO TFQMR MODIFICADO
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;
rj es arbitrario, tal que (rg, rf) # 0;

So = to = 1o,

vo = Asy;
po = (ro,15);
o1 = | roll;

Mientras /i + 1 || T,y || /|| ro |> ¢ (i=1,2,3,..), hacer
o1 = (Vi—1,10);
Q1 = pi—l/Ui—l;
q =t — a1V
r; =11 — o 1A (ti +q);
Desde k = 2i — 1, 2i hacer
Si k es impar hacer
Opt1 = VIl rical] || xall; ye = tice;
En caso contrario hacer
Or1 = [ rill; yr = ai;
Fin
Fin
Resolver Ul p =d, y Uxp = p;

{d},, = {T}
dond m —21im Ibm=1,..k;
onee { {Uk}zm = {T}H—lm "

Ap = S ;
1+ (di, p)
u; = A\p p;
X = Xo + Yiug; con Yy, = [y1,¥2, ..., Yils
/fi}lJrl = —Ay {I_)}l e

pi = <ri7 I'8>,'
Bi = Pi/ﬂi-ﬂ
ty =1 + Biq;;
s; = t; + Bi(di + Bisi-1);
V; = ASZ';
Fin

Al igual que en QMR Modificado, se debe tener en cuenta que el criterio
de convergencia se formula ahora en funcién de T, que representa el residuo

calculado del TEFEQMR-Modificado.
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8.1.3. Método QMRCGSTAB Modificado

El algoritmo QMRCGSTAB propuesto por Chan y otros [6], realiza dos cuasi-
minimizaciones por iteracién. Si definimos Y = [y1,¥2, ..., Y&}, siendo yo_1 =
g paral = 1,.., [k+1/2] ([k+ 1/2] es la parte entera de k + 1/2) y yo = s
paral =1, ..., [k/2]([k/2] es la parte entera de k/2). La solucién aproximada del
sistema Ax = b, a partir del k-ésimo subespacio de Krylov, se construye como
Xo + Y,uy, donde uy, minimiza la norma ||(6,e; — Ty u) ,» que es otra vez un
cuasi-minimo de la norma del residuo,

| rally, = HW]C-FlA];_il_l (5161 - Ak+1Ek llk) H2 (8.32)

siendo, _ B
Ty = Ap 1By (8.33)

W .41 es nuevamente la matriz cuyas columnas son los vectores residuos,
Wi = [Wi, Wo, .., Wep1] (8.34)

conwy_ =s;paral=1,...,[(k+1)/2]ywy =r;paral =1,..., [k/2]; y Ays1 €5
una matriz diagonal, tal que W, es escalada (6; = || w;]|),

1
5y .
A= . . .. . (8.35)

Ok-+1

B, es la matriz de orden (k + 1) x k,

B, — | . . R . (8.36)

conoy =w paral =1,....[(k+1)/2],yoy-1 = paral =1,..[(k+1)/2].

ALGORITMO QMRCGSTAB MODIFICADO

Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;

r; es arbitrario, tal que (ro, rf) # 0;

po=ag=wy =1,

go=vo=0;

Mientras v2i + 1 || T;-1 || / | ro ||[> e (i=1,2,3,...), hacer:
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pi = <T37Ti—1>}
51' = (pi/pi71)<ai71/wifl);
g =Ti1+ Gi(8i-1 —wi—1Vi_1);
v, = Ag;;
Q= - N

<Vi> I‘0>
S; =Tj—1 — Q;Vy,
091 = ||Si||; Yoi-1 = 8is
t; = As;;
w; = <tl7 SZ>,

<ti7 tz)
r; =8; —wit;;
0o = ||I“i||} Yo = Si;
Resolver UL p = d,; y Usyp = P;

dy} ={T ,
donde{ {dai},, { —}1m Im=1,..,2
{Uaity, = {T}H—lm
0
Aoi = 71}
1 + <d2i7 p>
Uy = Ao P;
X; = Xo + Yoiug; con Yo, = [y1,¥2, .., Yoil;
{ri}, = Ay :
~ _ [=1,..,2i
{ {Ti}l+1 = —Xg; {P}z
Fin

Asimismo, se debe tener en cuenta que el criterio de convergencia se formu-
la ahora en funcién de Ty, que representa el residuo calculado del QMRCGSTAB-
Modificado.



Capitulo 9

Métodos tipo QMR Modificado
precondicionados

En este capitulo, se obtendran los algoritmos precondicionados de los mé-
todos tipo QMR-Modificado propuestos en el capitulo anterior, estableciendo
comparaciones en cada uno para las distintas formas de precondicionamiento
y extrayendo las conclusiones que se deriven de las mismas.

Se estableceran las relaciones entre las matrices, vectores incégnitas y se-
gundo miembro, del sistema original y del precondicionado para las formas de
precondicionamiento por la izquierda, por la derecha y por ambos lados. Las
expresiones resultantes, junto con las de los vectores residuos se sustituiran en
los algoritmos correspondientes.

9.1. Método QMR Modificado

9.1.1. Precondicionamiento por la izquierda

El sistema precondicionado seria,

. (A=M'A
Ax=b X =X

b=M"b

y la relacién para el vector residuo del sistema con y sin precondicionamiento
quedaria,

F=b-AX=M"'"b-M'Ax=M"'(b—Ax)=M"'r

Aplicando el algoritmo QMR-Modificado a este sistema precondicionado y
estableciendo las nuevas expresiones para los distintos pardmetros y vectores:

51:51:0}
v =Wy =0;
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7 = ol = ||M’1ri)|| = ||zol; con M~y = 2

Vi =W = Iy = <Zy,

G = <]&vk, \7vk> — (M~'A%,, %,); llamando A%, = y; y haciendo,
Msk yk, queda p = <Sk, Wk>

Vi1 = AVk — QkVk — ﬁka | =Sp— Vi — BiVis

wkﬂ A Wi, — QW — 5ka 1= =A™ T Wi, — QW — 5ka 17
haciendo M”f, = w,, y llamando ATf;, = t; resulta,

Wit =ty — Wg, — O Wi_q;

_ -~ 1/2
5k+1 = ‘<Vk+1,Wk+1>‘ ;
Ber1 = <Vk+1, Wk+1> /Ok+1;

Vk+1 = Vk+1/5k+1,

Wil = Wk+1/5k+1/ .
ResolverU p= dkyUkp D;

{aj {1}
dond ~ ™ ~ m ILm=1,..,k
Vol -
v :
3+<ak,i5>,

Up = )\k P, .
X = XO + Vkuk, entonces, X;, = Xg + Vkuk, siendo Vk = [V1,Va, ..., Vi|;

T —

T, = Vkﬂrk, siendo Vkﬂ [V1, Vg, ..., Vi1 1]; entonces,
Z, = Vk-i—lrk/ siendo Vk—f—l Vi, V2, .o, Vigi] Y,
r, = Mz;

donde {%k}l =M l=1,...k

{%k}lJrl =\ {5}1

resulta entonces,

ALGORITMO QMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA IZQUIERDA
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;

Br=10=0;

v =wy =0;

Resolver Mz, = r

7= llzoll;

Vi = W1 = —Zy,

Mientras vk + 1| Tk—1 || /I ro [|> e (k=1,2,3,...), hacer
Avy =y,

Resolver Ms;, = yy;
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Resolver M”f;, = wy;

AT, = ty;

. = <Sk7Wk>;

i’\kJrl =S — Vi — BpVi—1;
Wit1 = tp — Wi — O Wi_y;
Okt = | (Visr, W) %

Brr1 = (Vi1 Wer1) /Okt1s

Vit+1 = Vk+1/5k+1}

Wil = V/‘\’kﬂ/ﬁkﬂ}

Resolver Ul p =d, y Uxp = p;

{d},, = {T}
dond m —21m Im=1,..k
" (’%Y{ {Uk}lm - {T}H—lm "

1 + <dk7 p>’
up = A\ p;
X = X + Vkuk, con Vk = [Vl, Vo, ..., Vk],'
Zi = Vip1Th, con Vi = [V, Va, o, Vig);

Ak

r, = Mzy;
donde{ {Ek}l =M =1,k
rk}l+1 = =\ {P},

Fin

9.1.2. Precondicionamiento por la derecha

Precondicionando por la derecha con la matriz M quedaria,

(A =AM"
AX=b{ X=Mx
b=b

y el nuevo vector residuo seria,

T=b—AX=b—-AM 'Mx=b—-Ax=r

Aplicando el algoritmo QMR-Modificado a este sistema precondicionado y
estableciendo las nuevas expresiones para los distintos pardmetros y vectores:

Bl = gl =0;

Vo =Wy =0;

7 = [[Toll = [|roll;
1

Vi = W1 = Ty,
7

ap = <K”\7k,€vk> = (AM ™'V}, Wy, ); haciendo, My, = v, resulta,

Vit = AV — o Vi — BrVi—1 = Ayk — QpVi — BiVi—1;
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= AT ~ ~ T~ CTATE ~ ~ T
Wit1 = AT Wi — ;Wj, — 0pWy—1 = M AT Wi — Qp Wy — 0pWi_1;
llamando ATw, =1, y haciendo Mt = f,, resulta,

Wk+1 =t — Wi — Ok Wi_1;

1/2

4

Ot = ‘<Vk+1,Wk+1>
Ber1 = <Vk+1,Wk+1 /Ok+1;

Vk+1 = Vk+1/5k+1,

Wil = Wk+1/ﬁk+11
Resolver UL p=d, y Up=D;

(a), - (1)
dond RN ~Jm Im=1,..k
" eN {Uk}lm - {T}lJrlm "
y

1+ <ak, ﬁ>
Uy =\ D N
X = Xo + Viuy, siendo V, = [vy, Vs, ..., Vi]; multiplicando por M1,

A =

resulta, x;, = x¢ + M_lvkﬁk,‘ llamando {/kﬁk = s, y haciendo
Mgq, = Sk, S€ obtiene x;, = X + qy;

T, = Vkﬂrk, entonces,

r, = VkJrlrk, siendo Vk+1 [Vl, Vz, ceny karl]/'

donde {fk}l =\ l=1,..k
{?k}l—i—l =M {ﬁ}l o

se obtiene,

ALGORITMO QMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA DERECHA
Aproximacion inicial xq. ro = b — Axy;

pfr=01=0;
vop=wo=0;

7 = llroll;

Vi = Wi = Ty,

Mientras vk + 1| Tk—1 || /|l vo [|> e (k=1,2,3,...), hacer
Resolver My, = v
A = <Aykawk>;
Hacer Alw;, = f;;
Resolver Mt = f;;
Vi1 = Ay, — vy — BeVi—1;
Wit1 =ty — Wi — 0pWi—1;
>‘1/2.

7

5k+1 = |<Gk+17 warl
Br+1 = (Vit1, Wit1) /0415
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Vit1 = Vit1/Oks15
Wit1 = Wk+1/5k+1}
Resolver Ul p =d, y Uxp = p;

{dy},, = {T}
dond m —2im Im=1,..k
" (’%Y{ {Uk}lm - {T}H—lm "

1+ (ds,p)’

u, = A\ p;

Hacer Vuy, = si; con Vi, = [vy, Vo, ..., Vi];
Resolver Mq,, = s

X = Xo + qk

r; = VT con Vi = [V, Vo, .., Vi );

SNy
donde {,r\k}l b =1,k
{rk}z+1 = =\ {P},

Ak

Fin

9.1.3. Precondicionamiento por ambos lados

Precondicionando con la matriz factorizada M = M;M, por ambos lados,
quedaria,

(A= MAM;!
b=M;'b

Las relacion para el vector residuo del sistema con y sin precondicionamien-
to seria,

F=b—AX=M;'b— M;'AM;'M,x = M;! (b — Ax) = M 'r

Aplicando el algoritmo QMR-Modificado a este sistema precondicionado y
estableciendo las nuevas expresiones para los distintos pardmetros y vectores:

ﬁl - 51 =Y

VO - ﬁ/’o - 0,

7= ||€o|| = M7 rol| = ||zoll;

Vi = =Z;

Elegir w, tal que ||[w,|| = |[M; wy|| = 1;

@ = (A¥e i) = (M AM; My v, My wi);

ar = viM "M; TA™™ [ "M, "w;, = v/ M~ TATM~Tw,, entonces,

Qy, = <AM71V]§, MiTWk>;

y llamando v; = M'v, y w; = M~ Tw,, queda,

Go= (Aviwi) )

Vit = AV — apVi — G5V = M AM, "M vy — e My v — Bi M v,
que multiplicando por M; y operando resulta,
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Vi1 = AM vy — @pvi — Buviy = AV} — Gpvi — BV
Wkﬂ A Wi — QW — 5ka 1= _

= M2 TATMl TM2 Wi — Osz Wi — 5kM_TWk_1,

que multiplicando por MI'y operando resulta,

Wit = ATM Twy, — Gpwy — 0wy g = ATW] — QWi — 0xWi_1;
<vk+1>Wk+1> = (M Vi1, My T Wii1) = Vi My MG, Ty =

= Vi M "Wy, conlo que,

<§k+1, VAVk+1> = (M Wpi1, Wey1);

y llamando v = M 'V, resulta,

<vk+1>6\vk+1> = (Vi1 Wet1);

S = | (Vs W)

5k+1 <Vk+17 Wk+1> /5k+1,

Vi1 = Vis1/ 5k+1 que multiplicando por M, se obtiene,
Vil = Vk+1/5k+1

Wil = Wei1/ ﬁk+1 que multiplicando por MY se obtiene,

Wk+1 = Wk+1/5k+1, B
Resolver U p= dkyUkp D;

donde {dk}m - {%}1’” Im=1,..k

U

Ay = ———

1+ <dk, f’>
u, = A\, p; _ B
Xp = Xg + Vg, siendo Vi, = [V, Vo, ..., Vi|;
entonces, Msox;, = Myxg + Vkﬁk y multiplicando por M5 L
queda, x; = xo + M, 'V, = x0 + M, 'M; 'V, 1,
llamando V1, = qi queda x; = xo + M1V, ;
y haciendo Mj,, = qi, queda,
Xp = Xo + Jis
T, = Vkﬂrk, siendo Vkﬂ [V1, Vg, ..., Vi1 1]; entonces,
M 'r, = M7 Vi1 Th que multiplicando por M; queda,
r;, = Vii1Ty, siendo Vi = [vi, Vo, ..., Vi,

donde {%k}l N Xk l=1,..k

{ﬁ}lﬂ - _Xk {i_;}l

Con lo que obtenemos,
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ALGORITMO QMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR AMBOS LADOS
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axg;
pr=01=0;

Vo =

wo = 0;

Resolver Mz, = rj
v = ||zol];
1

V1 = —Zy;,

Elegir w, tal que |M;”w|| = 1;

Mientras vk + 1 || Th1 || / || vo |> e (k=1,2,3,

Fin

Resolver Mv), = vy;

Resolver M w; = wy;

Qg = <AV27 WI:>/

Viyr = Avp — apvi — Brvie o
VAVkH = ATWZ — Wi — O Wj_1;
Resolver MV} | = Vj11;

~ ~ 1/2
Op1 = ’<V?§+1,Wk+1>‘ ;

Br1 = <i’\;§+1a€vk+1> [Oky1;

Vi1 = Vk+1/5k+1}

Wit1 = VAVk+1/ﬁk+1;

Resolver Ul p =d, y Uxp = p;

donde{ {dit,, = {T}lm Im=1,..

{Uk}lm = {T}H-lm
i

1+ (di,p)’
u; = A\, p;
qr = Vkﬁk CO].’IVk = [Vl, Vo, ..., Vk],'
Resolver Mj, = qy;
Xp = X0 + Jrs
v, = Vii1Ty, siendo Vi = [vy, Vo, ..., Vi,

Ak

donde{ {Tdy = A I=1,..

/r\k}l.H = _)\k {15}1

...), hacer:

k;

Atendiendo a los requisitos que hemos estimado al principio del capitu-
lo, en los tres esquemas figuran relaciones de recurrencia respectivas para la
solucién x del sistema Ax = b, a pesar de estar resolviendo el sistema precon-

dicionado AX=b. Se establece el criterio de parada en funcién de los vectores
residuo calculado, Ty, del algoritmo propuesto, que figuran en dichas relacio-
nes. En la inicializacién del algoritmo, ademads hay que elegir el valor inicial,
Xo, para las iteraciones de las soluciones aproximadas del sistema, que deter-
minara el vector residuo inicial, r(, del sistema original, Ax = b.
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En los algoritmos correspondientes, en la forma de precondicionamiento
por la izquierda, figuran un producto afiadido matriz inversa por vector en la
inicializacion y tres més por iteracion, en la forma de precondicionamiento por
la derecha s6lo aparecen tres productos afiadidos matriz inversa por vector en
cada iteracion y en el precondicionamiento por ambos lados se realizan cuatro
por iteracioén y dos en la inicializacién.

La elecciéon de la matriz de precondicionamiento, M, es fundamental pa-
ra que el coste computacional de estas operaciones no sea excesivo. Para una
matriz genérica, el cilculo de su inversa equivale a resolver el sistema por un
método directo. En el precondicionamiento por ambos lados, una forma conve-
niente de efectuar el producto es factorizando M como como producto de dos
matrices tridngulares inferior y superior respectivamente, con lo que la opera-
cién matriz inversa por vector se convierte en la resolucién de un sistema lineal
de ecuaciones por un proceso de remonte y otro de descenso.

9.2. Método TFOMR Modificado

9.2.1. Precondicionamiento por la izquierda

Aplicando el algoritmo TFQMR-Modificado al sistema precondicionado por
la izquierda, expuesto en el apartado anterior, y estableciendo las nuevas expre-
siones para los distintos pardmetros y vectores:

go = Eg = FO = M_lro = Zy,

Vo = ASy = M 1A§; haciendo fy = AS,, queda, vo = M~ fy;

Po = (To, Tg) = (M 'ro, T5) = (20, T);

01 = [|Fo]| = [|zoll;

Oi-1 = (Vi-1,T¢)

Qi1 :/A)Vz 1/51 1/

ﬁz—t 1= Qe 1Vz ~1s

T, =T, — 0 1A( i—1 + 4d;), con loque,

M-r; = M ey — G MA (B + G5 ), con o que,

Z; = Zi—1 — Q1A (E'fl + @) con M™'r; = z;
Desde k = 2i — 1, 2i hacer

Si k es impar o1 = /[Fia[[[F] = /2ol Tz ¥ =t
En caso contrario 6k+1 = |55l = ||zil; yr = Qi

Resolver Ukp d y Ukp :p,
donde {dk}m: {TA}”” Im=1,..k

Lol -6

A =
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u, =\ D;
X} = Xo + Y1y, entonces,
Xy = Xo + Yy con Yy = [y1, V2, .., Yil

{%z} = X2z’
1 - l=1,..,2;

pi = (Ti, T5) = (2, T5);
@' = ﬁi/ﬁi:l/' B
t; =T; + 8:q; = M 'r; + (;q;, por tanto,

t; = z; + @?1“ _

si = t; + 3i(q; + Bisi—1);

v, = AS; = M—'A5;; haciendo f; = AS;, queda, M~'v; = f;

ALGORITMO TFQMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA IZQUIER-
DA
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;
r; es arbitrario, tal que (ro, r§) # 0;
Resolver Mz, = ry;
So = to = zo;
fo = Asg;
Resolver Mv, = f;;
Po = <Z0> I’S);
o1 = ||zoll;
Mientras vi+ 1| T;-1 || /[ ro ||[> e (i=1,2,3,...), hacer:
Oi—1 = <Vz‘71,1'8>}
Qi1 = Pi—1/0i-1;
A4 =t 1 — a1V,
r, =T — a1 A (tio + qi);
Resolver Mz; = r;;
Desde k = 2i — 1, 2i hacer
Si k es impar hacer

Orr1 = /|l zic1|l |zill; yr = tio1;
En caso Contral‘io hacer
Or+1 = |1Zill; ye = qis

Fin
Fin
Resolver Ul p =d, y Uxp = p;

{di},, = {T}
dond m 2 1m Ilm=1,..,k;
" Z { {Uk}lm = {T}l+1m "

1

- 1 + <dk7 p>l
u, = Ay p;
Xp = Xo + Yrug con Yy = [y1,¥2, -, Vi)

Ak
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/fi}l = Ay _ .

{ Tl = e (B, l=1,..,2i

pi = (2i, 15);

Bi = pi/pi-1;

t; = z; + Siqi;

si =t + fi(q + Bisi—1);

f; = As;

Resolver Mv; = {;;

Fin

9.2.2. Precondicionamiento por la derecha

Aplicando el algoritmo TFQMR-Modificado al sistema precondicionado por

la derecha, expuesto en el apartado anterior, y estableciendo las nuevas expre-
siones para los distintos parametros y vectores:

so = tg =Ty = r¢;

Vo = 2&50 — AM'S,; haciendo Mf, = s, queda vy = Afy;

o = (F0.55) = {0, F5);

01 = [[Foll = [[roll;

Oim1 = (Vie1,10);

Qi1 = @—1/51‘—1;

qi =ti1 —ai_1Viy;

;=T — @'-1;& (E—1 + az>, ri=r;_; —a_1A (M_qﬁq + M_laz);

haciendo Mg, , = t; 4, y, Mh; = q;, queda,

r, =11 — ;1A (gi—1 +hy);

Desde k = 2i — 1, 2i hacer N
Si k esimpar dpi1 = /[T [ [Tl = V/llrica || vl 35 = tics;
En caso contrario gkﬂ = ||r:|| = ||r:ll; ¥x = Qs

Resolver ﬁ{ﬁ:ak y U.p=pb;

ol -
dond ~ " :Im l, = 1,,]{3,
. eN {Uk}lm - {T}lJrlm "
M=
1+ <dk,§>
W =MD

ik = io + ?kﬁk/ esto es, MXk = MXO + ?kﬁk/
Multiplicando por M~! queda,

Xp = Xo + M/;iYﬁk con Yy, = [y1,¥2, - Y|
y llamando a Y, u;, = c; y haciendo Mj,, = c;, obtenemos,
X = Xo + Jis
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{i} = Ao
~ 1 ~

i -
pi = (r;, 15) = (13, T5);
@i = ﬁi/ﬁi:l; _
t, =1, + i = 1 + fiqi;
S; =t; + Bi(ai + BiSi-1);
v, = As; = AM's;; haciendo Mf; = §; queda,
v, = Af;

ALGORITMO TFQMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA DERECHA
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;

r; es arbitrario, tal que (rf, ro) # 0;

So = to = ry;

Resolver Mf, = s

vy = Afy;
po = (ro,T5);
61 = || rolf;

Mientras i+ 1 || 1,21 || /[ ro || e (i =1,2,3,...), hacer
oic1 = (Vi_1,13);
Qi1 = Pi—1/0i-1;
Qi =t 1 — a1V,
Resolver Mg, , =t; 1;
Resolver Mh, = q;;
r; =1 — o1 A (g1 + hy);
Desde k = 2i — 1, 2i hacer
Si k es impar hacer
Op1 = VI ical] |xsll; ye = tics
En caso contrario hacer
Ors1 = || 1l yi = qis
Fin
Fin
Resolver Ul p =d, y Uxp = p;

{di},, = {T}
dond " =im Im=1,..k
" z { {Uk}lm - {T}H—lm "

1

B 1 + <dk7 p>,

u, = A\ P;

¢k = Yyug; con Yy = [y1, 2, ..., Vi)
Resolver Mj, = ¢

X, = X0 + i

{ri}, = M :
5 _ l=1,..,2i
{ ri}l+1 = —Xi {P}

Ak
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Pi = <riv I‘6>;
Bi = pi/ pi-1;
t; =r; + fiqi;
si =t + Bi(a; + Bisi—1);
Resolver Mf; =s;;
v, = Af;;

Fin

9.2.3. Precondicionamiento por ambos lados

Aplicando el algoritmo TFQMR-Modificado al sistema precondicionado por

ambos lados, expuesto en el apartado anterioir, y estableciendo las nuevas ex-
presmnes para los dlstmtos parametros y vectores:

So=ty=To = M; 'ro, que multiplicando por M; queda,
sp =ty =19
Vo = AS) = M7 'AM,; "M 'sg = M; ' AM ™!
Multiplicando por M;, y haciendo Mf, = s, queda, v = Afy;
po = (To,T5) = (M7 'ro, 1) = rf My 15 = vl My "M, ey = rf M7
entonces, py = (M™'rg, rj), con T = M, 'rf,
y haciendo Mz, = r, queda, py = (2o, r});
o1 = ||zoll;
Gi1 = <i7@ 1L, Tg) = (M 'viq, 1) = (My v, My 7rj) esto es,
0 1=Vl 11\/[ ™My T r0 =vl M Ty,
entonces, ;-1 = (M~'v,_1,r}) y haciendo Mc;_; = v;_; resulta,
Oi—1 = (Ci—1,15);
Qi1 = @—1/52‘—1;
q; = t;_1 — a;_1V;_1; multiplicando por M, resulta,
qi =t —ai1viy;
F=Ti1— @A ( -1t qZ> =T — a; M7 PAM ' M (4 + qp);
Multiplicando por M; queda, r; = r; 1 — &; 1A (M~'t;_; + M'q;);
Haciendo Mg, ;, = t,_; y Mh; = q; queda,
r; =1 — ;1A (gi—1 +hy);
Desde k = 2i — 1, 2i hacer

Si k es impar o511 = \/[zi1] [i[] con Mz; = r;;

Vi = t 4, que multiplicando por M; queda, y; = t;_1;

En caso contrario &1 = ||z|;

Vi = ql, que multlphcando por M, queda, y; = q;;
Resolver Ukp dx y Ukp p;

sonded 194~ {71,

~ ~ Im=1,..k;
{4, = {7}
lm I+1m
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M=
1+ <dk> f’>
u, =\ P; B
X = Xo + Yjuy, con Yy, = [y1,y2, ..., yil;
entonces, Myx;, = Moyxg + Y uy;
que multiplicando por M, ' queda,
X = Xp + M;l?kﬁk = X + M;lMIIYkﬁk, con Yk = [yh Yo, ..., yk]/
con lo que, xg + M 1Y uy;
Llamando a Y,u;, = uj y haciendo Mj, = uj, obtenemos,
X = Xo + Jis

(], -n

~ T (s l=1,..,2i
L5, =~ o
Bi = <riv I‘6> = <Ziv I‘S>,’
Bi = pi/pi-1;
t; = r; + 0;q;; multiplicando por M, resulta,
t; =1 + fiq;

Si=t+ BGi(qi + @51-,1) ; multiplicando por M, resulta,

si =t + Bi(q; + Fisi—1);

v, = As; = M['AM; "M 's;; multiplicando por M, resulta,
v, = AM s, y haciendo Mf; = s;, resulta,

v; = Af;;

ALGORITMO TFQMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR AMBOS LA-
DOS
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;
r; es arbitrario, tal que (ro, r§) # 0;
So = to = 1o,
Resolver Mf, = s;
Vo = Afo,
Resolver Mz, = ry;
po = (2o, T5);
o1 = || 2oll;
Mientras i+ 1| Ti-1 || /[ ro ||> e (i=1,2,3,...), hacer
Resolver Mc,;,_; = v,;_;
oi-1 = (Ci—1,17);
Qi1 = Pz‘—1/<7¢—1;
A4 =t 1 —a1viy;
Resolver Mg, | =t,_y;
Resolver Mh, = q;;
r; =1 — o 1A (g1 + hy);
Resolver Mz; = r;
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Desde k = 2i — 1, 2i hacer
Si k es impar hacer
Orr1 =V ziall Nzl yr = tis;
En caso contrario hacer
Op41 = HZZ”/ Y = 4,
Fin
Fin
Resolver Ul p =d, y Uxp = p;
d,}, ={T
donde{ {di}, = {T},, Lm=1,..k
{Ukt, = {T}l+1m
o
Ap =
u, = A\ p;
u; = Yiu; con Yy = [y1,¥2, -, Yl
Resolver Mj, = uj;
Xp = Xo + ks
{ h=d o
ri}l+1 = —X2 {P},
pi = (i, 13);
Bi = pi/ pi-1;
t; =r; + Giqi;
si =t + Bi(di + Bisi—1);
Resolver Mf; = s;;
v; = Af;;
Fin

El algoritmo correspondiente a la forma de precondicionamiento por la iz-
quierda, requiere dos productos afiadidos matriz inversa por vector en la ini-
cializacién y dos més por iteracion; en el precondicionamiento por la derecha se
requieren, un producto afiadido matriz inversa por vector en la inicializacién
y cuatro por cada iteracion y en el precondicionamiento por ambos lados se
realizan dos productos afiadidos matriz inversa por vector en la inicializacién

y seis por iteracion.

9.3. Método QMRCGSTAB Modificado

9.3.1. Precondicionamiento por la izquierda

Aplicando el algoritmo QMRCGSTAB-Modificado al sistema precondicio-
nado por la izquierda y estableciendo las nuevas expresiones para los distintos

parametros y vectores:

pPo=0ag=wy =1,
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g =Vvo=0;
ﬁi = <?i_1,?6> = <M71FZ‘_1,/I\:8> = <Zi—17?6> con M’lri_l =Z;_1,
Bi = (pi/ pi-1)(@ir /@i1); N
g =T,1+ @(gifl - aiflvz'fl) = M_lrifl + ﬁi(gifl - aiflvz'fl) entonces,
g = zi—1 + Bi(8i—1 — Wi—1Vi-1);
v, = A”g] = M~!Ag;, haciendo Ag; = f;, resulta, v; = M~ 'f;;
s P
)

yzz‘qf g _
t; = As; = M'AS, haciendo, As; = h;, resulta t; = M~ 'h;;

- <t§>
o

T, =S; — w;t; estoes, M~ 'r; =8, — ©;t;, entonces
Z;, = g@ — (;th, con M_lri = Z;;

!

[

<.

g2i+1 = |75 = ||zi]|;
yQi :gi;

Resolver UL, p=d,; y Usp=p;
()~ 1)
donde " ~ym Ibm=1,..,2i
{0}, = {7}

R Ilm I+1m

01 )
1+ <52i7 f’>
Uy = XQZ‘ f’L _
X; = X + Yally; con Yo; = [y1, Yo, ..., Yai]; entonces,

X2i =

X; = Xo + Yoly;;

1 [=1,..,2i

-

ALGORITMO QMRCGSTAB MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA 1Z-
QUIERDA
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;
r; es arbitrario, tal que (ro, r§) # 0;
po= o =uwy=1;
go=vo=0;
Resolver Mz, = ry;
Mientras v2i + 1 || Tio1 || /[ ro | e (i=1,2,3,...), hacer
pi = (Zi—1,15);
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Bi = (pi/pi—l)(ai—l/wz‘—l);
g =21+ 3i(8i—1 — wi—1Vi_1);

f = Ag;
Resolver Mv; = f;
Pi
Q= N

<Vi> I‘0>

Si = Zi—1 — QyVy,
d9; = |[sill; yai-1 = 8i;

h; = As;;
Resolver Mt; = h;;
_(ti,si)
t <ti7 ti) ’
z; = S; — wit;;
O2iv1 = ||Z4|; y2i = si;

Resolver UL p = d,; y Usp = P;

{dy}, = {T}1 ,
e —=1m =1.... 2%
donde{ (Unhr = {T}lJrlm IL,m sy 205

0
Ag; = — ’
1 + <d2i7 p>
Uy = A2 P;
X; = Xo + Youg; con Yo, = [y1,¥2, -, Yail;
/fi}l - )\22‘ .
" _ l=1,..,2i
{ {ri}l+1 = —Xg; {P}z

Fin

9.3.2. Precondicionamiento por la derecha

Aplicando el algoritmo QMRCGSTAB-Modificado al sistema precondicio-
nado por la derecha y estableciendo las nuevas expresiones para los distintos
parametros y vectores:

po=0ao=wo=1

g =Vvo=0;

P = (ForBo) = (ri B

Bi = (pi/ pi-1) (i1 /Wi); N

g =Ti1+ Bi(8i-1—Wi-1Vio1) =Tic1 + Bi(8io1 — WimaVio1);

v, = J&gi =AM g, y haciendo Mf; = g;, resulta, v, = Af;;

Si = Ti—1 — QVi = i1 — QVy;
021 = HSzH/ Yoi-1 = 8is
t; = AS, = AM™'s; y haciendo Mh; = s, resulta, t; = Ah;;

sy
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T =3 — Uit queesr; =s; — its;
09 = H?zHN: ”rZ”Lyh =~§z‘}
Resolver U}, p=dy; y Uy, p=pD;

(@), - 1)
donde " ~ym Im=1,..,2
(0. - {1}
B Ilm I+1m
9 '
1+ <a2i7 I~3>
Uy = X% ﬁL -
X; = X + Yally; con Yo; = [y1, Yo, ..., Yai]; entonces,

XQ@' =

Mx; = Mxq + Yo;uy; que multiplicando por M ! resulta,
X; = Xg + M_leiﬁgi,’ que llamando Yziﬁ% = Co;,
y haciendo Mj,; = c; resulta x; = x¢ + jo;;

9! Ty Le L2
Y-

ALGORITMO QMRCGSTAB MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA DE-
RECHA
Aproximacion inicial x¢. ro = b — Axy;
r; es arbitrario, tal que (ro, rf) # 0;
po =y =wy=1;
go=vo=0;
Mientras v2i + 1 || T;i1 || /| to [|[> ¢ (i=1,2,3,...), hacer
pi = (ri1,75);
Bi = (pi/pifl)(aifl/wiflx
g =Ti—1 + [i(8i—1 — wi—1Vi—1);
Resolver Mf; = g;

v, = Af;;
o = pi .
<Vi7 I'8>

S; =Ti—1 — OV,
02i1 = HSzH/ Yoi—1 = 8is
Resolver Mh; = s;;

t; = Ah;;

w; = <t27 sz)/

ri =s; —wt;;

O9i = [|ri|; yoi = si;

Resolver U4, p = d,; y Ugp = P;

{dy},, = {T}1 )
m —=Jm =1..... 2%
donde{ (Unhr — {T}lJrlm I,m A
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01
Moi = —
? 1+ (da, p)
Uy = A2 P;

Cyi = YUy, con Yy, = [Y17 Yo, .. Y2z‘]}
Resolver Mj,, = cy;;

X; = Xo + joi;

{ Ti}y = Ao 1=1,...2;

{ri}t = A {P}
Fin

9.3.3. Precondicionamiento por ambos lados

Aplicando el algoritmo QMRCGSTAB-Modificado al sistema precondicio-
nado por ambos lados y estableciendo las nuevas expresiones para los distintos
parametros y vectores:

po= 0o =wy=1;

go = vo = 0, que multiplicando por M; resulta,

go=vo=0;

pi = (Fi_1,75) = (M7 11, T5) = [ M7 Ty =rl My M, Ty =

=1l M~Tr}, entonces,

pi = (M™'r;_;,15), con Ty = M, " r;

Haciendo Mz;_, = r;_; resulta,

/:):z' = (Zi_1,75);

Bi = (pi/ pi-1) (i1 /Wio1);

g =T;—1 + 5i(8-1 — Wi—1V,—1) que multiplicando por M; resulta,

gi=Ti1+t Bi(gi—1 — Wi—1Vi_1)

v, =Ag, = M{'AM; 'M; 'g; que multiplicando por M, resulta,

= AM'g, y haciendo Mf; = g; resulta, v; = Af;;
s P _ pi _ pi

o) (Mi'virg)  (MTlvgrg)’
_ b
<qi7 I'8> ’
”s} =T,_1 — a;v; que multiplicando por M, resulta, s, =r;,_1 — ;Vv;;
Ooig = HSZH = ||[M;'s;| y haciendo M;s; = s; resulta di1 = ||stl;
ygz 1 = g; que multiplicando por M, resulta, y2;_1 = g;;
t; = AS, = M7 'AM; 'M;'s; multiplicando por M; resulta,
t; = AM™1s;; haciendo Mh; = s, resulta, t; = Ah;;
(B ey

W= ——+= — ——; haciendo M t] = t; resulta,
<ti,ti> (M 60, M)

, y haciendo,

Mgq; = v; resulta, a; =

!
—~
-+
- %
n
*
S~

T, =38 — Oty que multiplicando por M, resulta, r; = s; — w;t;;
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b2 = |[F|| = [IM;'s;]| y haciendo Mz} = z, resulta,
o2 == ||z} |;
y2i = s; que multiplicando por M, resulta, yo; = s;;
Resolver UL, p=dy; y Uy p=p;
fw.) (1)
donde ~ ™ ~ym Im=1,..,2i
{Oa}, {1}

R Im I+1m

01 .
1+ <a2i7 I~3>
Uy; = XQz‘ p; -
iz’ = io + Ygiﬁzi con YQZ' = [yl, §27 ceey y2z]/ entonces,
Mox; = Maxg + My Yolly;, con Yo; = [y1, ¥, ..., Yail;
Multiplicando por M, * resulta,

X; = Xg + MilYgiUQZ‘,’ llamando Youy; = co,
y haciendo Mj,; = cy; resulta, x; = x¢ + jo;;

{i} = Ay
~931 T rs l=1,..,2i
-

ALGORITMO QMRCGSTAB MODIFICADO PRECONDICIONADO POR AMBOS
LADOS
Aproximacioén inicial x¢. ro = b — Axg;
r; es arbitrario, tal que (ro, r§) # 0;
po=ag=wy=1;
go=vo=0;
Resolver Mz, = r
Mientras v2i + 1 || Tio1 || /| ro | e (i=1,2,3,...), hacer
pi = (Zi-1,10);
Bi = (pi/pifl)(aifl/wiflx
gi =ri1+ Bi(g-1—wi1vio1);
Resolver Mf; = g;;
v; = Af;;
Resolver Mq; = v;;

X2i =

1
O =
*
<qi7 r0>
S; =Tj—1 — Q;Vy,
Resolver M;s! = s;;

dgim1 = ||Sf||/ Yoi-1 = 8is

Resolver Mh; = s;;

t; = Ah;;

Resolver Mt} = t;
(t7,s7) .

17 "
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r; =s; —wt;
Resolver Mz} = r;;
0o = HZ;‘H/ Y2i = Si;
t = __ —_— e
Resolver U, p = d,; y Usgp = p;

{dy}, = {T}1 ,
e —=1m =1.... 24
donde{ (Unhr — {T}lJrlm IL,m sy 205

01
Aoy = —————;
2 1 + <d2i7 p>
Uy = A2 P;

Cyi = YUy, con Yy, = [Y17 y2, .. Y2z‘]}
Resolver Mj,;, = cy;;
X; = Xo + joi;
{ri}, = Ay :
~ _ [=1,..,2i
{ {Ti}l+1 = —Xg; {P}z
Fin

El algoritmo correspondiente a la forma de precondicionamiento por la iz-
quierda, requiere un producto afiadido matriz inversa por vector en la inicia-
lizacién y dos mds por iteracién; en el precondicionamiento por la derecha se
requieren, tres productos afiadidos matriz inversa por vector por cada iteracion
y en el precondicionamiento por ambos lados se realiza un producto afiadido
matriz inversa por vector en la inicializacién y siete por iteracion.



Capitulo 10

Experimentos numéricos

Este capitulo estd dedicado a la aplicacién de algunos de los algoritmos y
técnicas de precondicionamiento, reordenacién y almacenamiento desarrolla-
dos anteriormente. Los problemas escogidos para estos experimentos corre-
ponden a:

- Matrices test, extraidas de User’s Guide for the Harwell-Boeing Sparse Matrix
Collection (Release I) [12] (Ejemplos 1, 2,6,7 y 8).

- Simulacién de un filtro de carbén activo desarrollado por el grupo LaCaN
de la U.P.C. [15] (Ejemplo 5).

- Distintos problemas de ingenieria previamente analizados por Montero y
otros [53] (Ejemplos 3,4, 9,10y 11).

Esta eleccion obedece al interés planteado en esta tesis en la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales con matriz tipo sparse. Concretamente, hemos
prestado especial atencién a sistemas resultantes de la discretizaciéon de proble-
mas de conveccidn-difusién, en 2-D y 3-D. Asimismo, se consider¢ interesante
el andlisis de diferentes sistemas correspondientes a un mismo problema, que
surgen bien de un proceso evolutivo, bien debido a un proceso de refinamiento
de la malla. Todo ello convenia ser estudiado tanto en algunos casos extrai-
dos de la coleccion de sistemas elaborada por el grupo de investigacion Algebra
Numeérica Avanzada de la U.L.P.G.C, como en otros sistemas de colecciones reco-
nocidas internacionalmente y utilizadas como test por muchos investigadores.
Por otro lado, se ha incluido algtn ejemplo de sistemas derivados de problemas
estudiados en el proyecto de investigacion en que estd inmerso esta tesis.

El objetivo que se persigue en este capitulo es comprobar la efectividad y
realizar un estudio comparativo de los algoritmos y técnicas utilizadas en cada
problema. En todos los casos, las matrices se almacenan en la forma compacta
descrita en el capitulo 4 y las operaciones matriciales que figuran en los algo-
ritmos se han implementado en doble precisién y aprovechando este tipo de
almacenamiento.

Ademads se presentan, para cada uno de los ejemplos estudiados el perfil de
la matriz del sistema y en algunos de los casos los perfiles correspondiente a
las diferentes reordenaciones.
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En las diferentes resoluciones, realizadas con un XEON Precision 530, se ha
fijado un valor de tolerancia igual a 10*° en todos los casos, que en ausencia
de “reinicializacién” por diferencia entre el residuo calculado por la relacién
de recurrencia, o estimado, de cada algoritmo y el residuo exacto, no afecta a
las curvas de convergencia, aunque si tiene relacién directa con el ntiimero de
iteraciones o el tiempo de CPU necesarios para alcanzarla.

Los ejemplos 1 a 5 corresponden a sistemas simétricos que se han resuelto
con el método del Gradiente Conjugado (CG), utilizando diferentes precondi-
cionadores y, en determinados casos, aplicando ademds alguna técnica de reor-
denacién. Los resultados son expuestos mediante curvas de convergencia, en
las que se representa el niimero de iteraciones y/o tiempo de CPU necesarios
para alcanzar la tolerancia predeterminada.

Los sistemas no simétricos se estudian en los ejemplos 6 a 11, exponiéndose
los resultados, igual que en los casos simétricos, mediante las correspondientes
curvas de convergencia y recurriendo a tablas que reflejan el niimero de itera-
ciones y tiempo de CPU necesarios para alcanzar la tolerancia exigida con los
diferentes métodos de resolucién estudiados, con y sin precondicionamiento,
descartando aquellos casos en que la convergencia es muy lenta y/o la tole-
rancia deseada no se alcanza o lo hace para un ntiimero de iteraciones mayor
que el nimero de ecuaciones del sistema analizado, o bien cuando el tiempo
de célculo es muy elevado respecto a otros métodos o técnicas. Para aquellos
ejemplos en que se ha utilizado alguna técnica de reordenacién, se presenta en
la misma tabla el ntimero de iteraciones y el tiempo de CPU.

Las curvas de convergencia resultantes en de los diferentes problemas dan
informacién sobre la evolucién mds o menos suave de la norma residual con el
numero de iteraciones y/o el tiempo de computacién necesario para alcanzar la
tolerancia exigida. El vector inicial en todos los algoritmos es el vector residuo
del sistema original sin precondicionar. El valor del pardmetro que define al
precondicionador SSOR utilizado en todos los casos es w = 1. Las gréficas
ademds van a permitir:

- Establecer comparaciones en la eficacia de los algoritmos con o sin precon-
dicionamiento.

- Contrastar los distintos precondicionadores.

- Comprobar el efecto que producen las técnicas de reordenacion.
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10.1. Ejemplo 1 (SAYLOR)

Estas matrices fueron proporcionadas por P. Saylor para ser usadas como
test en su trabajo sobre la iteraciéon de Richardson con parametros dindmicos
[74]. Las matrices surgen de una simulacién en 3D de reservas petroliferas con
una malla de n, xn, xn, nodos, tal que la pizarra produce barreras verticales en
el fluido y crea una heterogeneidad casi aleatoria en la matriz de coeficientes.
Ademas, existen contrastes locales enormes en los coeficientes de trasmision de
la ecuacién diferencial. Estas propiedades dan lugar a sistemas de dificil solu-
cién. De estas matrices, hemos seleccionado los casos SAYLOR3 y SAYLOR4.

La simulacién SAYLOR3 ha dado lugar a un sistema simétrico de 1000 (10 x
10 x 10) ecuaciones con 3750 entradas no nulas y la SAYLOR4 produce otro
sistema simétrico de 3540 (33 x 6 x 18) ecuaciones con 22316 entradas no nulas.
Las figuras 10.1 y 10.3 muestran las estructuras de las matrices de estos dos
sistemas, respectivamente.

Las figuras 10.2 y 10.4 representan las curvas de convergencia relativas al
numero de iteraciones de los problemas SAYLOR3 y SAYLOR4, respectiva-
mente. En ambos casos la resolucién con el algoritmo del Gradiente Conjuga-
do precondicionado SSOR acelera considerablemente la convergencia. En este
ejemplo, el precondicionador ILLT no es factible al no ser la matriz del sistema
definida positiva. Tampoco convergen en ninguno de los dos casos cuando es
precondicionada con ILU(0) (precondicionador no simétrico).

Figura 10.1: Estructura sparse de la matriz SAYLOR3



110 Experimentos numeéricos

CG ——
CG+jacobi ------
, CG+ssor -------
2 CG+diagopt - ]
T
3+ .
4 .
5+ .
s
= 6 i
g
-7+ -
8| .
9+ .
-10 .
11 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

Iteraciones

Figura 10.2: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SAYLOR3

Figura 10.3: Estructura sparse de la matriz SAYLOR4
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CG ——

CG+jacobi ------

CGssor -------
CG+diagopt -~

Wby v
\ g He [
A b L i

AR A

log([Irli/oll)

10 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500

Iteraciones

Figura 10.4: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SAYLOR4
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10.2. Ejemplo 2 (SHERMAN)

En 1984, A. Sherman lanz6 un reto a la industria del petréleo y a la comuni-
dad de andlisis numérico para encontrar la solucién mds rdpida a un conjunto
de cinco sistemas de ecuaciones lineales extraidos de programas de modeli-
zacion de reservas petroliferas. De estos , hemos elegido los cuatro primeros
como ejemplos: SHERMAN1, SHERMAN2, SHERMAN3 y SHERMAN4. Ca-
da matriz proviene de un modelo de simulacién tridimensional con una malla
ngy X n, X n,, usando un esquema en diferencias finitas de siete puntos y un
nimero de ecuaciones e incognitas por nodo de la malla n.. El correspondiente
vector segundo miembro también es suministrado para cada caso.

En SHERMAN1 se usa una malla de 10 x 10 x 10 nodos, siendo el nimero
de ecuaciones e incégnitas por cada nodo de la malla n, = 1. La simulacién da
lugar a un sistema simétrico de 1000 ecuaciones con 3750 entradas no nulas.

En SHERMAN? se usa una malla de 6 x 6 x 5 nodos, siendo el niimero de
ecuaciones e incégnitas por cada nodo de la malla n, = 6. La simulacién da
lugar a un sistema simétrico de 1080 ecuaciones con 23094 entradas no nulas.

En SHERMANZ3 se usa una malla de 35 x 11 x 13 nodos, siendo el nimero
de ecuaciones e incégnitas por cada nodo de la malla n, = 1. La simulacién da
lugar a un sistema simétrico de 5005 ecuaciones con 20033 entradas no nulas.

En SHERMAN4 se usa una malla de 16 x 23 x 3 nodos, siendo el nimero
de ecuaciones e incégnitas por cada nodo de la malla n, = 1. La simulacién da
lugar a un sistema simétrico de 1104 ecuaciones con 3786 entradas no nulas.

Las figuras 10.5, 10.7, 10.10 y 10.12 muestran las estructuras de las matrices
de estos cuatro sistemas, respectivamente.

Las curvas de convergencia correspondientes a los problemas SHERMANI,
SHERMAN3 y SHERMAN4 se presentan en las figuras 10.6, 10.11 y 10.13, res-
pectivamente. En todos los casos se ha utilizado el algoritmo del Gradiente
Conjugado sin precondicionar, ademads de aplicar los distintos precondiciona-
dores analizados en este trabajo. El método converge en todos los casos, aunque
el precondicionador ILU(0) lo hace més rdpida y suavemente. El precondicio-
namiento con ILLT tampoco es factible en este problema.

El problema SHERMANZ2, no converge cuando se aplica el método del Gra-
diente Conjugado, ni siquiera cuando el algoritmo es precondicionado, como
puede verse en la figura 10.8. Este resultado parece indicar que no se trata de
una matriz simétrica definida positiva. En la figura 10.9, se presentan las curvas
de convergencia cuando se aplican otros métodos de Krylov precondicionados
con ILU(0) con los que se ha resuelto este caso particular, siendo el algoritmo
VGMRES el que proporciona la curva més suave, aunque con una carga mas
elevada en iteraciones y en tiempo de computacion.
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log(lirli/lbll)

Figura 10.6: Convergencia

MANI1

-10

-11

Figura 10.5: Estructura sparse de la matriz SHERMAN1

CG+diagopt —-——-

100

200 300
Iteraciones

del CG con distintos

400 500 600

precondicionadores para SHER-
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log((Irlilibil)

20

18

Figura 10.7: Estructura sparse de la matriz SHERMAN?2

T
CG ——
CG+jacobi ------
CG+ilu -------
CGHssor -
CG+diagopt —-——-

600
Iteraciones

1000 1200

Figura 10.8: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SHER-

MAN?2



Ejemplo 2 (SHERMAN) 115

T
VGMRES+ilu

rrrrrrrrrrrrrrr BiCGHilu ------
CGSHilu -------
Sa . BiCGSTAB+lu -~
Lb e QMRCGSTABHilu ———- |
“Is . TFQMRilu -~
4 -
= -6 B 7
=)
=
3
-8

-10 +

12 +

14 1 1 1 1

Iteraciones

Figura 10.9: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) para SHERMAN?2

Figura 10.10: Estructura sparse de la matriz SHERMAN3
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Figura 10.11: Convergencia del CG con distintos

MAN3

log({Irliibll)

-10

-12

precondicionadores para SHER-

Figura 10.12: Estructura sparse de la matriz SHERMAN4

6000

cGC —
CG+jacobi ------
CGHilu -------
CGssor -
CG+diagopt -~~~ |
b
it
),
M
i
i
ki
i
5 .
1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000
Iteraciones
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CG+ssor -
0 CG+diagopt —-——- _|

log([Irli/oll)

12 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Iteraciones

Figura 10.13: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SHER-
MAN4
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10.3. Ejemplo 3 (calorlib)

Se trata de un problema de trasmisiéon de calor en un dominio cuadrado

2%u
Oz2

de Dirichletu = uyeny =0y 2z =0,u = us enz = 1y condicibon mixtaeny = 1,

. 2 2 . .
1 x 1, dado por la ecuacion —A\ ( + g—yg) = f, con condiciones de contorno

—)\% = H (u — uv,), siendo ), la conductividad térmica dada en [m:—700] , [, las

Lye k; . . . 2
fuentes volumétricas externas dadas en [h—qjlg] y H, el coeficiente de conveccion

k; }
hm2.o0 |

Para la aplicacion practica se ha tomado en las ecuaciones los valores A\ =
1075, f = 1, H = 20, y como condiciones de temperatura u; = 0, us = 100,
Uso = 1000.

Se han considerado dos etapas de refinamiento que han dado lugar respec-
tivamente, a sistemas simétricos de 4124 y 16412 ecuaciones. También se ha
estudiado un caso diferente correspondiente a otra malla que ha originado un
sistema con 16340 ecuaciones.

Las figuras 10.14-10.16 muestran las estructuras de las matrices del sistema
de 4124 ecuaciones correspondientes a la ordenacién inicial, reordenacién con
Grado Minimo y Cuthill-McKee Inverso, respectivamente. De forma similar se
ilustran las estructuras de las matrices del sistema de 16412 ecuaciones en las
figuras 10.19-10.21 y del sistema de 16340 ecuaciones en las figuras 10.24-10.26.

Las figuras 10.17 y 10.18, correspondientes a la discretizacién que da lugar
al sistema de 4124 ecuaciones, representan la convergencia respecto del niimero
de iteraciones para la resoluciéon con Gradiente Conjugado sin precondicionar y
utilizando las distintas técnicas de precondicionamiento, y la convergencia res-
pecto al tiempo de CPU cuando el sistema es renumerado utilizando los algo-
ritmos del Grado Minimo y Cuthill-McKee inverso. Observamos que la curva
correspondiente al algoritmo CG sin precondicionar presenta muchas irregu-
laridades y un ntimero de iteraciones muy grande respecto a las curvas que
reflejan la aplicacién de algtn precondicionador, siendo los precondicionado-
res ILLT y SSOR los més efectivos con curvas de convergencia muy suaves. Por
otro lado, la convergencia cuando el sistema es reordenado resulta mejorada,
tanto por reducir el niimero de iteraciones como el tiempo de computacion (ver
figura 10.18) y es, en este caso, la reordenacién de Cuthill-McKee inverso la mas
efectiva.

Las discretizaciones que dan lugar a los sistemas de 16412 ecuaciones (figu-
ras 10.22 y 10.23) y 16340 (figuras 10.28 y 10.28), presentan un comportamiento
similar al anterior.

en |
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Figura 10.15: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 4124 reordenada con
Grado Minimo
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Figura 10.16: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 4124 reordenada con

Cuthill-McKee Inverso
-1 T T T T T
cCG —
CG+jacobi ------
CGHillt -+~
2k CG+ssor T
CG+diagopt —-———
3 i
* '\“““ |
5+ '( | 4
= ; "
= .
E oL %&3\ i
E Vo
B (]
H 4
sl i Ko g
oo
L Y i
9 ] Il:‘“
\
10 F \ ]
1 | | | | |
0 200 600 800 1000 1200 1400
Iteraciones

Figura 10.17: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para calorlib

(4124 ecuaciones)
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T
CG+ssor
mdg.CG+ssor ------
rcm.CG+ssor -------

log([Irli/oll)
(2]
T

-10 +

11 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Tiempo de CPU ens.

Figura 10.18: Convergencia del CG+SSOR con diferentes reordenaciones para calorlib
(4124 ecuaciones)

Figura 10.19: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16412
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Figura 10.20: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16412 reordenada con
Grado Minimo

Figura 10.21: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16412 reordenada con
Cuthill-McKee Inverso
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1 T T T T T
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Figura 10.22: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para calorlib
(16412 ecuaciones)
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Figura 10.23: Convergencia del CG+SSOR con diferentes reordenaciones para calorlib
(16412 ecuaciones)
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Figura 10.25: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16340 reordenada con
Grado Minimo
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Figura 10.26: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16340 reordenada con
Cuthill-McKee Inverso
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Figura 10.27: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para calorlib
(16340 ecuaciones)
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Figura 10.28: Convergencia del CG+SSOR con diferentes reordenaciones para calorlib
(16340 ecuaciones)
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10.4. Ejemplo 4 (elasticidad)

Se estudia la deformacién de una laja elastica delgada (2, sometida a una
carga constante Ly = —1kg/m y a otra que varia linealmente L3 = —x/25kg/m,
en parte de su frontera. Se impone la condicién de inmovilidad en lado vertical
derecho de la laja y en el punto (1,1) (para mds detalles ver [79]). Se conside-
rardn nulas las fuerzas de volumen. El Gltimo refinamiento ha conducido a un
sistema simétrico de 8434 ecuaciones.

Las figuras 10.29-10.32 muestran las estructuras de las matrices de este pro-
blema para la ordenacién inicial, reordenacién con Grado Minimo, con Minimo
Vecino y con Cuthill-McKee Inverso, respectivamente.

Las figuras 10.33 y 10.34 representan la convergencia respecto al tiempo de
CPU para la resolucién con Gradiente conjugado sin y con precondicionamien-
to y cuando el sistema es reordenado utilizando los algoritmos del Grado Mi-
nimo, Minimo Vecino y Cuthill-McKee Inverso, respectivamente.

La figura 10.33 revela que el tiempo de computacion es ligeramente menor
cuando el sistema no es precondicionado, esto se debe al coste que supone la
aplicacion de los algoritmos de precondicionamiento, ya que la convergencia
para este problema en concreto es muy rapida en todos los casos (el nimero de
condicién de la matriz elasticidad no es muy elevado).

La figura 10.34 muestra que la reordenacion del sistema acelera la conver-
gencia cuando se utilizan los algoritmos del Minimo Vecino y Cuthill-McKee
Inverso, siendo el primero ligeramente més rdpido, y sin embargo empeora
cuando se reordena el sistema con Grado Minimo. Sin embargo, como cabia
esperar, cuando el sistema no estd mal condicionado, el efecto beneficioso de la
reordenacion no es tan espectacular.
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Figura 10.29: Estructura sparse de la matriz elasticidad

Figura 10.30: Estructura sparse de la matriz elasticidad reordenada con Grado Minimo
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Figura 10.31: Estructura sparse de la matriz elasticidad reordenada con Minimo Veci-
10

Figura 10.32: Estructura sparse de la matriz elasticidad reordenada con Cuthill-
McKee Inverso
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Figura 10.33: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para elasticidad
(8434 ecuaciones)
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Figura 10.34: Convergencia del CG+SSOR con diferentes reordenaciones para elasti-
cidad (8434 ecuaciones)
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10.5. Ejemplo 5 (LightTruck)

Este problema corresponde a una simulacién numérica de un filtro de car-
bén activo en 3D, desarrollado por el grupo LaCaN (Laboratorio de Calculo
Numérico de la Universidad Politécnica de Catalufia). El fenémeno fisico do-
minante en estos dispositivos es el transporte de hidrocarburos. Huerta y otros
[40], han desarrollado un modelo de conveccién-difusién-reaccién que respon-

de a la ecuacién,

g_?+v.vu—yAu+a(U)u=f<u)

donde u es la concentracién de hidrocarburos en el aire, v representa el campo
de velocidades del aire, que se calcula previamente resolviendo un problema
de flujo potencial y v es el coeficiente de difusién. El término de reaccién o (u) u
y el término fuente f (u) son fuertemente no lineales.

Se han considerado tres sistemas de ecuaciones correspondientes a la discre-
tizacion por elementos finitos para tres pasos de tiempo diferentes (4030, 10044
y 16802) del proceso evolutivo. La matriz de coeficientes de orden 17914, es la
misma para los tres sistemas, cambiando tinicamente el segundo miembro en
cada caso.

En la figura 10.35 se representa la estructura de la matriz de estos sistemas.

Figura 10.35: Estructura sparse de la matriz LightTruck
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Figura 10.36: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para LightTruck
(paso de tiempo 4030)
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Figura 10.37: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para LightTruck
(paso de tiempo 10044)
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Figura 10.38: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para LightTruck
(paso de tiempo 16802)
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Figura 10.39: Convergencia de distintos métodos de Krylov para LightTruck (paso de
tiempo 4030)
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Las curvas de convergencia respecto al tiempo de CPU, para los distintos
pasos de tiempo, del problema evolutivo objeto de estudio, son presentadas en
las figuras 10.36-10.38. En los tres casos, se analiza la convergencia del algorit-
mo del Gradiente Conjugado. En este problema, observamos que la utilizaciéon
de precondicionadores, acelera notablemente la convergencia, ya que, al con-
trario de lo que ocurria en el anterior, es muy lenta cuando el sistema esta sin
precondicionar.

En la figura 10.39 se compara la velocidad de convergencia del algoritmo
del Gradiente Conjugado con la de otros métodos de Krylov, todos ellos con
precondicionador ILLT(0). Se observa que, como cabia esperar, el Gradiente
Conjugado tiene el mejor comportamiento ya que su coste por iteracién es me-
nor que el del resto al realizar sélo un producto matriz-vector por iteraciéon
frente a los dos de los demas métodos .

Por otro lado, debe tenerse en cuenta aqui que, aunque examinando cada
sistema de forma aislada la mejor estrategia en cuanto a tiempo de compu-
tacion fue el gradiente precondicionado con SSOR, se trata de un problema
evolutivo que en cada paso de tiempo genera un sistema de ecuaciones con
idéntica matriz de coeficientes. Por ello, el coste de la construcciéon del precon-
dicionador sélo se debe considerar una vez en el computo total, y por tanto,
a lo largo del proceso el precondicionamiento con ILLT(0) puede ser, aunque
en este caso no lo sea, més eficiente que con SSOR, ya que el ntiimero de itera-
ciones para cada sistema puede ser menor con ILLT(0). En este problema, esto
sOlo ocurri6 la primera vez para el tiempo 4030. En cambio, en las otras dos
etapas de tiempo, el SSOR resulté méas ventajoso en iteraciones y tiempo que
el ILLT(0) para la resolucién de los correspondientes sistemas de ecuaciones.
En cualquier caso, la diferencia de iteraciones realizadas al aplicar cada uno
de estos dos precondicionadores no fue tan elevada comparada con el resto de
estrategias de precondicionamiento ensayadas. Evidentemente, en este tipo de
problemas habria que reconsiderar los resultados obtenidos si partiéramos de
la solucién obtenida en el tiempo anterior como aproximacion inicial de solu-
cién del sistema correspondiente al tiempo actual.
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10.6. Ejemplo 6 (OILGEN)

Este ejemplo corresponde a la simulacién de una reserva petrolifera orienta-
da hacia la discretizacién de los depésitos con mallas en 3D que proporcionan
una estructura regular que puede explotarse para reducir costes y velocidad de
procesamiento vectorial. La restriccién a una malla puede ocasionar un aumen-
to sustancial en el nimero de celdas cuando se utiliza un mayor refinamiento
en la vecindad de los pozos y fallas. Uniendo las celdas innecesarias para for-
mar una malla menos fina en las areas del depdsito fuera de los pozos y fallas,
se reduce considerablemente el nimero de celdas y, por tanto el nimero de
incégnitas, a la mitad.

Grimes desarroll6 un programa informaético para generar matrices similares
a las encontradas en la simulacién tridimensional de reservas petroliferas. El
programa toma como entrada el depoésito definido por subregiones rectangu-
lares en 3D que pueden solaparse. Cada subregion tiene asociados pardmetros
de los materiales y mallados especificos.

De las tres matrices generadas con este programa, hemos elegido dos de
ellas como ejemplos: ORSREG1 y ORSIRR]1, que corresponden a un problema
de un modelo de reserva petrolifera en un acuifero con tres pozos. El depésito
fue subdividido en una malla de 8 x 10 x 5. Las subregiones alrededor de estos
tres pozos se subdividieron en mallas de 8 x8 x 5, 4 x4 x5y 4 x 4 x 5, respectiva-
mente. El acuifero fue subdividido en una malla de 8 x 7 x 5. La malla completa
resultante fue de 21 x 21 x 5. La matriz ORSREGI fue la Jacobiana obtenida que
di6 lugar a un sistema no simétrico de 2205 ecuaciones con 14133 entradas no
nulas. Las celdas innecesarias en el depésito y en el acuifero, causadas por un
mayor refinamiento alrededor de los pozos se unieron para formar ORSIRRI,
dando lugar a otro sistema de 1030 ecuaciones con 6558 entradas no nulas.

La figura 10.40 y 10.42 representan las estructuras de las matrices ORSIRR1
y ORSREG]I, respectivamente.

En la tabla 10.1 se exponen los resultados obtenidos para ORSIRR1 al uti-
lizar los metodos de Krylov para la resolucién del problema con y sin precon-
dicionamiento. Se observa que la convergencia sin precondicionamiento, sélo
se consigue en un nimero de iteraciones menor que la dimensién del sistema
para el método VGMRES, que ademds converge precondicionado con ILU(0)
pero no lo hace con el resto de los precondicionadores. Para los métodos BiCG
y MOMR el precondicionador SSOR no converge en un ntimero de iteraciones
menor que la dimensién del sistema y ademads el precondicionador de Jacobi es
sensiblemente mejor que el Diagonal Optimo, como también ocurre para los al-
goritmos CGS y MOMRCGSTAB. Para todos los métodos, excepto para QMR,
CGN y LSQR, con los que no converge en ningtn caso, el precondicionamien-
to con ILU(0) acelera la convergencia tanto en nimero de iteraciones como en
tiempo.
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Figura 10.40: Estructura sparse de la matriz ORSIRR1

Tabla 10.1: Ejemplo 6 (1030 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
sequndos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-
dores

ORSIRRI 5P Jacobi o SSOR Diagopt
kinit 1 1

VGMRES ﬁf’(ilger 1?9 no conv. 122 Nno conv. Nno conv.
t(seg.) 0.989 0.060

- noTter. >1030 396 73 >1030 IS

(seg.) - 0.070 2,900 - 0.070

. nTter. >1030 280 39 166 288

t(seg.) - 0.039 0.019 0.060 0.390

. nTter. >1030 35 D 739 NG

BiCGSTAB (seg.) - 0.100 0.019 0.089 0.070

nTter. >1030 195 55 193 I

TFQMR t(seg.) - 0.109 0.029 0.099 0.089

noTter. >1030 547 i 736 138

QMRCGSTAB (seg.) - 0.140 0.030 0.110 0.110

nTter. >1030 156 75 =1030 176

MQMR t(seg.) - 2.480 3.039 - 2.680

nTter. =1030 500 33 162 176

MTFQMR t(seg.) - 7.069 0.039 0.639 2.680

nTter. >1030 394 10 150 381

MQMRCGSTAB (oo ) - 4349 0.079 0.730 6.469
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Figura 10.41: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) para ORSIRR1

En la figura 10.41, correspondiente a esta estrategia de precondicionamien-
to, se puede comprobar la suavidad de las curvas de convergencia de los mé-
todos de cuasi-minimo residuo frente a otros como el BiCG o CGS. Se puede
observar también que la modificaciéon propuesta en esta tesis para los méto-
dos de tipo QMR, puede reducir el nimero de iteraciones de las implementan-
ciones originales, e incluso, como ocurre aqui con el QMR, hacer que puedan
converger cuando no lo hacfan.

La tabla 10.2 muestra las distintas estrategias para ORSREG1. Igual que en
el caso anterior, la convergencia para el método VGMRES s6lo se consigue sin
precondicionar y con precondicionador ILU(0). Sin embargo, algunos métodos
convergen sin utilizar técnicas de precondicionamiento debido al mejor condi-
cionamiento de este sistema frente al anterior obtenido con una malla de peor
calidad. Extrafiamente, para el método QMR so6lo se consigue la convergencia
sin precondicionar. Igualmente, para algunos métodos el precondicionador de
Jacobi es sensiblemente mejor que el Diagonal Optimo.

Para los métodos CGN y LSQR, la convergencia no se consigue en nin-
gun caso en un ntimero razonable de iteraciones. Los métodos CGS, TFQMR
y MTFQMR sélo convergen con el precondicionador ILU(0) mientras que el
método MQMR no converge con los precondicionadores ILU(0) y SSOR en un
nuamero de iteraciones menor que la dimensién del sistema.
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Figura 10.42: Estructura sparse de la matriz ORSREG1

Tabla 10.2: Ejemplo 6 (2205 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-
dores

ORSREG1 SP Jacobi ILU SSOR Diagopt
Kinit 1 1

VGMRES ﬁzolfer ;g no conv. 2(1) no conv. no conv.
t(seg.) 0.490 0.180

BiCG n°lter. 260 342 >2205 >2205 329

t(seg.) 0.079 0.130 - - 0.129

ccs n°lter. >2205 >2205 49 >2205 >2205

t(seg.) - - 0.059 - -

. n°lter. 1090 601 50 131 400

BiCGSTAB t(seg.) 0.259 0.189 0.050 0.090 0.120

n°lter. 258 >2205 >2205 >2205 >2205

QMR t(seg.) 0.119 - - - -

n°lter. >2205 >2205 67 >2205 >2205

TFQMR t(seg.) ; ; 0.089 ; ;

nC°lter. 648 397 52 162 610

QMRCGSTAB t(seg.) 0.290 0.220 0.069 0.149 0.349

n°lter. 348 353 >2205 >2205 375

MQMR t(seg.) 2.950 3.0 - - 347
nC°lter. >2205 44

MTFQMR t(seg.) B no conv. 0.120 no conv. no conv.

nClter. 826 306 50 156 300

MQMRCGSTAB t(seg.) 42.880 4.710 0.149 1.27 4.409
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Figura 10.43: Convergencia de distintos métodos de Krylov sin precondicionar para
ORSREG1
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Figura 10.44: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) para ORSREG1
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La figura 10.43 muestran las curvas de convergencia correspondientes a las
distintas estrategias para los métodos BiCGSTAB, QMRCGSTAB y MOMRCGS-
TAB sin precondicionar y la figura 10.44, las mismas estrategias precondiciona-
das con ILU(0). Podemos ver como se reduce considerablemente el numero de
iteraciones y se suavizan las curvas, especialmente para el algoritmo BICGS-
TAB que ahora converge en menos iteraciones que el QMRCGSTAB. El nime-
ro de iteraciones de MOMRCGSTAB necesarias para obtener la solucién con la
tolerancia prefijada se mantienen por debajo no sélo de las de QMRCGSTAB
sino incluso de las de BiCGSTAB.
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10.7. Ejemplo 7 (WATT)

Este nuevo ejemplo extraido de la Harwell-Boeing Sparse Matrix Colection,
consiste en un problema de ingenieria del petréleo en el que los valores de los
coeficientes de la matriz pueden variar tanto como 10*. El uso de subrutinas de
escalado automaético producen matrices singulares. El efecto de relleno (fill-in)
es también mayor del esperado.

La simulacién di6 lugar a dos matrices no simétricas, con una estructura
cercana a 5 diagonales de ancho de banda. Se ha tomado el problema WATT1
que corresponde a un sistema de 1856 ecuaciones con 11360 entradas no nulas.

En la figura 10.45 se ilustra la estructura sparse de la matriz WATT1.

La tabla 10.3 refleja los resultados obtenidos para este ejemplo. Se observa
que la convergencia para el método QMR sélo se consigue sin precondicionar.
Por otro lado, el algoritmo LSQR sélo converge en un nimero de iteraciones
inferior al nimero de ecuaciones del sistema cuando es precondicionado con
Jacobi. Asimismo, el método CGN no converge en ningtin caso. El precondicio-
nador ILU(0) vuelve a ser el mds efectivo en aquellos casos en que funciona.

Figura 10.45: Estructura sparse de la matriz WATT1
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Tabla 10.3: Ejemplo 7: (1856 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento

WATT1 SP Jacobi ILU SSOR Diagopt
kinit 1 1 1 1 1
ktop 100 100 100 100 100
VGMRES nelter. 90 125 44 55 130
t(seg.) 0.560 1.050 0.119 0.140 1.160
BICG n°lter. 283 91 30 37 70
t(seg.) 0.069 0.029 3.049 3.740 0.019
CcGS n°lter. 221 54 16 23 54
t(seg.) 0.040 0.019 0.019 0.019 0.010
. n°lter. 61 39 12 15 39
BiCGSTAB t(seg.) 0.009 0.010 0.010 0.009 0.010
nC°lter. 258 >1856 >1856 >1856 >1856
QMR t(seg.) 0.099 ;i i i ;i
n°lter. 527 196 69 84 221
TFQMR t(seg.) 0.140 0.079 0.069 0.070 0.090
nlter. 66 41 12 17 42
QMRCGSTAB (seg.) 0.030 0.019 0.019 0.010 0.019
n°lter. >1856 1831 >1856 >1856 >1856
LSQR t(seg.) - 0.670 - - -
n°lter. 241 133 >1856 >1856 131
MQMR (seg.) 1.240 0.369 - - 0.349
n°lter. 274 111 38 45 117
MTFQMR t(seg.) 3.11 0.500 0.070 0.090 0.569
n°lter. 68 102 33 43 104
MQMRCGSTAB t(seg.) 0.189 0.449 0.070 0.079 0.439
2 T T T T
MQMR+diagopt
MQMRCGSTAB-+diagopt ------
MTFQMR-+diagopt -------
P B : QMR+diagopt -
0. R, e B TFQMR+diagopt —-——- 7]
i i i QMRCGSTAB-+diagopt -~~~
SRR
2k e W .
5 Y
a2t : T ‘—
14 | | | |
0 50 100 150 200

Iteraciones

Figura 10.46: Convergencia de distintos métodos tipo QMR con precondicionador Dia-
gonal Optimo para WATT1
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La figura 10.46 muestra las curvas de convergencia correspondiente a las
distintas estrategias para los métodos de cuasi-minimo residuo cldsicos y mo-
dificados con precondicionador Diagonal Optimo. Los Modificados QMR y
TFQMR convergen en menos iteraciones que los correspondientes implemen-
tados clasicamente, aunque en el caso del Modificado QMRCGSTAB esto no
ocurre.
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10.8. Ejemplo 8 (PORES)

Se trata de un problema de modelizacién de depésitos, compuesto por tres
matrices extraidas del paquete PORES para simulacién de depésitos. Estas ma-
trices no son simétricas aunque si su estructura. Se ha elegido para este estudio
el caso PORES2, que contiene 1224 ecuaciones con 9613 entradas no nulas.

En la figura 10.47 se ilustra la estructura sparse de la matriz correspondiente
a este sistema de ecuaciones.

En la tabla 10.4 se presentan los resultados obtenidos para este problema,
donde la convergencia sélo se logra con el precondicionador ILU(0) en seis de
los métodos.

Se presenta la grafica de convergencia correspondiente a esta estrategia en
la figura 10.48. Practicamente todos los métodos convergen en un niimero de
iteraciones y tiempo de computacién similares, sin embargo la convergencia
mas suave correponde a los Modificado TFQMR y QMRCGSTAB.

Figura 10.47: Estructura sparse de la matriz PORES2
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Tabla 10.4: Ejemplo 8 (1224 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-

dores
PORES2 TR
n’lter. 32
o0 t(seg.) 0.029
i n’Iter. 28
BiCGSTAB t(seg) 0015
n’lter. 32
MR t(seg.) 0.029
n‘Iter. 30
OMRCGSTAB t(seg.) 0,01
n’lter. 31
MITHQME t(seg.) 0.039
n‘Iter. 28
MQMRCGSTAB t(seg) 0.0
2 T T : : I I
BiCGSTAB+ilu
CGS+ilu ------
MQMRCGSTAB+ilu -~~~
A MTFQMR+ilu -
il QMRCGSTABHIU —— - ]
. TFQMR+ilu -------
2+ |
4 |
= ol |
E

-10 +

-12 +

-14 !

Iteraciones

35

Figura 10.48: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con

ILU(0) para PORES2



146 Experimentos numeéricos

10.9. Ejemplo 9 (convdifhor)

Consideramos el problema de conveccién-difusion en 2 — D definido en un
dominio cuadradro 2 por la ecuacién,

ou Pu  Ou
A "l (T R
e (8:1:2 * 8y2)

con un campo de velocidades horizontal dado por,
v =10" (y — 1/2) (z — 2%) (1/2 — )

siendo K, el coeficiente de difusién dado en [ng] y F = c—fp, el término fuente

que depende de las fuentes volumétricas y de las caracteristicas del medio,
°C

X {os valores de K varian en ) desde 107° a 10?, y los de F desde 10° a 1.

Las condiciones de contorno son Dirichlet u = 0enz =1yu=1enxz =0,y

Neumann, g—z = 0 en el resto de la frontera.

Durante el proceso adaptativo de refinamiento de mallas, se han obtenido
tres mallas que han dado lugar a sistemas no simétricos, con 1234, 3423 y 13190
ecuaciones, respectivamente. Las figuras 10.49-10.51, 10.55-10.58 y 10.61-10.63
muestran las estructuras sparse de las matrices con diferentes reordenaciones
para cada uno de estos sistemas de ecuaciones, respectivamente.

Los resultados para los distintos métodos de Krylov con y sin precondi-
cionamiento son mostrados en las tablas 10.5-10.7, que ademads incluyen los
resultados obtenidos para los mismos sistemas cuando son reordenados pre-
viamente con los algoritmos de Grado Minimo, Cuthill-McKee Inverso y, para
la discretizaciéon que da lugar al sistema de 3423 ecuaciones, también con el
algoritmo del Minimo Vecino.

El sistema de 1234 ecuaciones no converge en ningin caso en un nimero
menor de iteraciones que la dimensién del sistema sin utilizar una técnica de
precondicionamiento. Para los métodos QMR, CGN y LSQR, la convergencia
no se consigue en ningtn caso en un namero razonable de iteraciones. El méto-
do VGMRES no converge cuando se precondiciona con Jacobi, mientras que el
método BiCG no converge precondicionado con SSOR y el MOQMR sélo lo ha-
ce con los precondicionadores de tipo diagonal: Jacobi y Diagonal Optimo. En
los casos en que se consigue la convergencia, el mejor precondicionador vuelve
a ser el ILU(0) (ver figura 10.52). Se ha analizado la convergencia de los dis-
tintos métodos precondicionados con ILU(0) cuando el sistema es reordenado
y podemos ver que la reordenacién con Cuthill-McKee Inverso hace posible y
mejora la convergencia en todos los casos, excepto para los métodos QMR y
CGN, (ver figura 10.54). En cambio, reordenando con Grado Minimo (ver figu-
ra 10.53) no se consigue convergencia para todos los métodos, aunque en los
casos en que funciona también supone una mejoria.
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Figura 10.49: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 1234

Figura 10.50: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 1234 reordenada
con Grado Minimo
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Figura 10.51: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 1234 reordenada
con Cuthill-McKee Inverso

En las Figuras 10.52-10.54, que representan las curvan de convergencia de
los distintos métodos precondicionados con ILU(0) para el sistema original y
para los reordenados con Grado Minimo y Cuthill-McKee Inverso, respectiva-
mente, puede verse como se suaviza la convergencia, ademés de acelerarse.

Tabla 10.5: Ejemplo 9 (1234 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
sequndos) para los distintos métodos con y sin precondicionar

convdifhor(1234) Jacobi ILU SSOR Diagopt MDG+ILU RCM+ILU
Tt T T T T T

Ktop 100 100 500 100 100

VGMRES nClter. no conv. 79 % 229 62 40
t(seg) 0.1800 0.2700 2.0900 0.079 0.040

. nOlter. 37 255 ) 271 ) B
g t(seg.) 0.079 19.27 no conv. 0.069 no conv. 3.009
. nOlter. 204 0 ) 77 7 b5
t(seg) 0,040 0.019 0.040 0.029 0.029 0.019

) nOlter, 775 53 &7 201 B b
BiCGSTAB t(seg) 0.059 0.029 0.040 0.040 0.019 0.010
nOTter, 339 57 3 201 53 3

TFQMR t(seg) 0.099 0.070 0.090 0.040 0.050 0.030
nOTter. 793 51 70 3V I 77

QMRCGSTAB t(seg) 0.079 0.039 0.040 0.069 0.029 0.019
LSOR nOlter. S1234 S1234 S1234 S1234 S1234 722
t(seg.) - - - - - 50.70

nolter. 9% ST S1o51 7 S1o51 g

MQMR t(seg) 1.240 - - 1509 - 3.140
nOTter, 06 5 76 196 7 77

MTFQMR t(seg) 1.180 0.109 0.189 1.120 0.060 0.029
nOTter. 318 57 B 719 13 3

MQMRCGSTAB t(seg) 2,840 0.109 0.159 1350 0.069 0.029
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10

log([Irli/oll)

BiCG+ilu

BiCGSTAB+ilu ------
CGS+ilu -------
MQMRCGSTAB+ilu -~
MTFQMRH+ilu ————
QMRCGSTABH+ilu -~~~
TFQMR+lu - - -
VGMRESH+ilu --------

Figura 10.52:

20

Iteraciones

100

Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) para convdifhor (1234 ecuaciones)

log(lirli/lbll)

12 +

-14

T
mdg.BiCGSTAB+ilu
mdg.CGS+ilu ——----

mdg.MQMRCGSTAB+ilu -------

mdg.MTFQMR+ilu -
mdg.QMRCGSTAB+ilu -~
mdg. TFQMR+ilu -------

mdg.VGMRES+ilu ------- 7]

10

20

30

Iteraciones

40

50

60 70

Figura 10.53: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con

ILU(0) después de reordenar con Grado Minimo para convdifhor (1234 ecuaciones)
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T T
rcm.BiCG+ilu
rcm.BiCGSTAB+ilu —-----
rem.CGStilu -------

rcm.MQMRCGSTAB+ilu -
remMTFQMR+lu ———-—
rem.QMRCGSTAB+ilu -------
rem.TFQMR+ilu -~ -~ -- -
rcemVGMRES+ilu --------

log({Irliibil)

&
T

-10

12 -

-14 1 1 1 1 1 1 1 1

Iteraciones

Figura 10.54: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) después de reordenar con Cutill-McKee Inverso para convdifhor (1234 ecua-
ciones)

Igual que para la anterior discretizacion, el sistema de 3423 ecuaciones tam-
poco converge nunca sin el uso de técnicas de precondicionamiento. Las es-
trategias para el método VGMRES se han realizado en este caso utilizando la
técnica restart que logra la convergencia en todos los casos en dos o tres iteracio-
nes, aunque el coste, por lo que se refiere a tiempo de computacién es bastante
alto respecto a los otros métodos, con excepcién de los Modificados TFQMR y
QOMRCGSTAB. Para los métodos QMR, MOMR, CGN y LSQR, la convergen-
cia no se consigue en ningun caso y para el algoritmo BiCG, los calculos con
la traspuesta de los precondicionadores ILU(0) y SSOR son muy lentos. Los
métodos CGS, TFQMR y MTFOMR, y MOMRCGSTAB so6lo convergen con los
precondicionadores ILU(0) y SSOR en un ntimero menor de iteraciones que la
dimensién del sistema. En todos los casos en que se consigue la convergencia,
el mejor precondicionador vuelve a ser el ILU(0) (excepto para el BiCG). Para
esta discretizacion, se ha estudiado la convergencia de los métodos de Krylov
precondicionados con ILU(0) cuando el sistema es reordenado con Grado Mi-
nimo, Minimo Vecino y Cuthill-McKee Inverso y el comportamiento es muy
parecido al del caso anterior. La reordenacién con Minimo Vecino presenta una
convergencia muy similar a la de Cuthill-McKee Inverso, y mejora la consegui-
da con Grado Minimo.
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Figura 10.55: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423

Figura 10.56: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423 reordenada
con Grado Minimo
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Figura 10.57: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423 reordenada
con Minimo Vecino

Figura 10.58: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423 reordenada
con Cuthill-McKee Inverso
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Tabla 10.6: Ejemplo 9 (3423 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-

dores

convdifhor(3423) Jacobi ILU SSOR Diagopt MDG+ILU MN+ILU RCM+ILU
Timit 500 100 200 200 1 1 1

Etop 500 100 200 400 200 200 200

VGMRES nlter. 2 3 2 2 112 108 9%
t(seg) 21.88 1389 3.690 14.04 1.189 1.100 0.870

. nlter. 1003 - - 508 - - -
i t(seg) 0.889 >500 >500 0.720 >500 >500 >500
o nCTter. =313 116 211 >3123 o~ 51 76
t(seg.) . 0.284 0379 . : 0.189 0.180

) neTter. 57 126 181 51 o1 75 &
BiCGSTAB t(seg.) 0,610 0.269 0319 0.459 0.179 0.170 0.160
nOTer. >3153 753 358 3123 3123 39 119

TFQMR t(seg) . 0.680 0.889 . . 0.400 0.329
nlter. ) 37 183 510 % 75 6

QMRCGSTAB o) 112 0359 0.420 0730 0.239 0219 0.180
n°Tter. - - - - - - 315

MQMR t(seg) >500 >500 >500 >500 >500 >500 69.52
nCTter. 712 158 756 37 o1 77

MTFQMR t(seg)) 42,590 2.130 5410 no conv. 1610 0.750 0.569
neTter. 572 151 10T 550 104 7 72

MQMRCGSTAB o) 93.209 1.959 3.040 28.710 0.949 0.600 0.519

En particular, las figuras 10.59 y 10.60 muestran el efecto de la reordenacién
en la convergencia de los métodos MTFQMR y MQMRCGSTAB precondicio-
nados con ILU(0), respectivamente. Como puede comprobarse, la reordenaciéon
reduce casi a la mitad el niimero de iteraciones en ambos casos.

-10 +

-11

log(lirli/lbll)
(2]
T

T
MTFQMR+ilu
mdg.MTFOMR+ilu
mn.MTFQMR+ilu
remMTFQMR+Hlu -

20

40

80
Iteraciones

160

Figura 10.59: Efecto de la reordenacion en la convergencia del MTFQMR precondicio-

nado con ILU(0) para convdifhor (3423 ecuaciones).
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T T
MQMRCGSTAB+ilu
mdg.MQMRCGSTAB+ilu ------
2 S mn.MQMRCGSTAB+ilu -------
Lo rcm.MQMRCGSTAB+ilu -

log({Irliibil)

-10

-11

12 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Iteraciones

Figura 10.60: Efecto de la reordenacion en la convergencia del MQMRCGSTAB pre-
condicionado con ILU(0) para convdifhor (3423 ecuaciones)

Figura 10.61: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 13190
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Figura 10.62: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 13190 reordenada
con Grado Minimo

Tabla 10.7: Ejemplo 9 (13190 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento

convdifhor(13190) Jacobi ILU SSOR Diagopt MDG+ILU RCM+ILU
Timie 1 1 T T 1 1

Etop 500 500 500 500 500 500

VGMRES nlter. - 501 - - 257 83
t(seg) >500 161.380 >500 >500 29239 2.949

. nlter. 991 518 747 2981 738 5]
BICGSTAB t(seg) 25.760 5.819 7.839 17.450 2,639 1220
nCTter. 5296 53 851 229 758 &

QMRCGSTAB t(seg)) 35.38 6.989 1224 17.969 3.149 1330
nCTter. - 577 566 - 261 o1

MQMRCGSTAB t(seg)) >500 99.110 341710 >500 22,659 2.199

Para el altimo caso, la convergencia sélo se consigue para cuatro de los mé-
todos de Krylov, VGMRES, BiCGSTAB, QMRCGSTAB, y para el MOMRCGS-
TAB, este tltimo precondicionado con ILU(0) y SSOR, ya que con los precondi-
cionadores de tipo diagonal la convergencia es lentisima, como se muestra en
la tabla 10.7. Igual que en los casos anteriores cuando el sistema es reordena-
do, mejora la convergencia en nimero de iteraciones y tiempo de computacion,
siendo la reordenacién més eficiente, nuevamente la de Cuthill-McKee Inverso.
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Figura 10.63: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 13190 reordenada
con Cuthill-McKee Inverso

T
VGMRES+ilu
LSQR+ilu ------
BiCGSTAB+ilu -------
QMRCGSTAB+ilU -

log({Irliibll)

1
0 100 200 300 400 500 600
Iteraciones

Figura 10.64: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) para convdifhor (13190 ecuaciones)
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T
QMRCGSTAB
QMRCGSTAB+diagopt ------
QMRCGSTAB+ilu ------- |
QMRCGSTAB+jacobi
QMRCGSTAB+ssor —-—-—-

log([Irli/oll)

-10 +

11 1 1 1 1

0 1000 2000 3000 4000
Iteraciones

5000 6000 7000

Figura 10.65: Convergencia del QMRCGSTAB con diferentes precondicionadores para

convdifhor (13190 ecuaciones)

log([Irli/oll)

11 1 1 1 1

T
QMRCGSTAB+ilu
mdg.QMRCGSTAB+ilu ------
rcem.QMRCGSTAB+ilu ------- _

0 100 200 300 400
Iteraciones

500 600

Figura 10.66: Efecto de la reordenacion en la convergencia del QMRCGSTAB precon-

dicionado con ILU(0) para convdifhor (13190 ecuaciones)
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Las curvas representadas en la figura 10.64 muestran el comportamiento de
los métodos de Krylov en este sistema precondicionado con ILU(0). El méto-
do LSQR precondicionado con ILU(0) se ve claramente como no llegua a con-
verger en un namero razonable de iteraciones. Por el contrario la convergen-
cia de los otros métodos.Las Figuras 10.65 y 10.66 representan las curvas de
convergencia del método QMRCGSTAB sin precondicionar y con dististos pre-
condicionadores. Para el precondicionador ILU(0) la convergencia es mucho
mads rapida cuando el sistema es previamente reordenado. Este efecto es aqui
maés espectacular que los ejemplos anteriores. Por ejemplo, la reodenacién con
Cuthill-McKee Inverso reduce el nimero de iteraciones al 10 %.

Parece desprenderse de como conclusién preliminar, que la reordenaciéon
es mds util a medida que el condicionamiento del sistema es peor y el orden
aumenta.
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10.10. Ejemplo 10 (cuaref)

Se trata de un nuevo problema en 2 — D de conveccién-difusion estacionario
de un fluido sometido a un campo circular de velocidades, de ecuacién v, 2% +

2 2 . . .« .
Ugg—z - K (% + 273) = 0 sobre un dominio cuadrado {2, con condiciones de

tipo Dirichletu =0enz =1y u = 1lenz =0,y de Neumann, * = 0 en el resto

de la frontera, siendo K = cip, el coeficiente de difusién dado en [mﬂ , Y V1, V2,
la componentes del campo de velocidades,

n=Cly=1/2)(x=2%), »=C2-2) (-

Se ha tomado K = 1y para el coeficiente C de la velocidad un valor de 10°.

Con las mallas correspondientes a distintas etapas de refinamiento, se obtie-
nen, respectivamente, sistemas no simétricos de 1023, 4095 y 7520 ecuaciones.
Las figuras 10.67-10.70, 10.72-10.75 y 10.77-10.80 muestran las estructuras spar-
se de las matrices con distintas reordenaciones, correspondientes a cada uno de
estos sistemas de ecuaciones, respectivamente.

En este ejemplo, cuyos resultados se exponen en las tablas 10.8-10.10, para
los tres sistemas de 1023, 4095 y 7520 ecuaciones, respectivamente, lo mds signi-
ficativo es que el precondicionador SSOR es el mas efectivo en todos los casos
en que se consigue la convergencia.

Figura 10.67: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 1023
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Figura 10.68: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 1023 reordenada con
Grado Minimo

Figura 10.69: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 1023 reordenada con
Minimo Vecino
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Figura 10.70: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 1023 reordenada con
Cuthill-McKee Inverso

Tabla 10.8: Ejemplo 10 (1023 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento

cuaref(1023) SP Jacobi ILU SSOR Diagopt MN+SSOR RCM+SSOR
Tomit T 1 1 1 T T
Ktop 100 200 200 200 500 200
VGMRES n°lter. 169 206 171 141 428 116 no conv.
t(seg) 7.019 4569 0.909 0560 7.880 0.359
. nOlter. S1023 745 189 146 729 ] 503
g t(seg.) - 0.140 9.859 7.629 0.130 no conv. 28.529
o nOTter. =103 =103 163 14 S1033 S1033 S1033
t(seg) . . 0.059 0.039 . . .
) nOTter. 5 527 3 107 o7 57 702
BiCGSTAB t(seg) 0.070 0.079 0.050 0.050 0.079 0.029 0.060
nOTter. >1023 S1023 317 98 S1023 S1023 S1023
TFQMR t(seg) - - 0.159 0.100 . . .
nOlter. 90 551 & 108 500 57 719
QMRCGSTAB o) 0.140 0.140 0.069 0.050 0.120 0.039 0.079
nolter. >1023 >1023 500 24 S1023 % 500
MTFQMR t(seg) - - 7.119 0.369 - 0240 7.099
nTter. &0 531 33 108 93 100 387
MQMRCGSTAB o0 ) 11.29 6.240 0.450 0.280 5329 025 3.549

Para el sistema de 1023 ecuaciones, los métodos QMR, CGN y LSQR y
MQMR no convergen en ningtin caso para un namero de iteraciones menor que
la dimensién, mientras que el algoritmo BiCG no converge si no se aplica algu-
na técnica de precondicionamiento. Los algoritmos CGS, TFQMR y MTFQMR
s6lo convergen precondicionados con ILU(0) y SSOR. Las diferentes técnicas
de reordenacion del sistema cuando se utiliza algiin método de Krylov precon-
dicionado con SSOR, si bien mejoran la convergencia en algunos casos, ocurre
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T

BiCG+ssor
BiCGSTAB+ssor ------
CGS+ssor -------

MQMRCGSTAB+ssor -

MTFQMR+ssor ——---= 7|
QMRCGSTAB+ssor -------
TFQMR+ssor ------ -
VGMRES+ssor --- --- -

Iteraciones

Figura 10.71: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con
SSOR para cuaref (1023 ecuaciones)

que en otros no funcionan, por ejemplo, la renumeracién con el algoritmo de
Grado Minimo sélo converge para al método VGMRES y ademds resulta mas
caro que cuando no estd reordenado. Para la renumeracién con Minimo Veci-
no, los métodos BiCG, CGS y TFQMR no convergen, sin embargo en el resto
de los métodos acelera la convergencia, tanto en iteraciones como en tiempo de
computacién. La reordenacion con el algoritmo de Cuthill-McKee Inverso es en
este caso peor que la anterior, ya que si bien logra la convergencia para el BiCG
y TFQMR, ésta es mas costosa que sin la reordenacién. Ademads no converge el
VGMRES y el resto de métodos aumentan el ntimero de iteraciones y tiempo.

La figura 10.71 representa las curvas correspondientes a la convergencia de
los distintos métodos preconcidionados con SSOR. Los métodos maés eficaces
vuelven a ser BICGSTAB, QMRCGSTAB y MOMRCGSTAB, estos dos tltimos
con curvas algo més suaves que el primero.

Los sistemas correspondientes a los otras dos mallas, de 4095 y 7520 ecua-
ciones respectivamente, s6lo convergen para cuatro de los métodos de Krylov
estudiados (ver tablas 10.9 y 10.10). El comportamiento es similar al caso an-
terior en cuanto a que el precondicionador SSOR es ahora el mejor. En lo que
se refiere a la reordenacion, se presenta el mismo comportamiento para la dis-
cretizacion correspondiente a 4095 ecuaciones. En cambio, para el sistema de
7520 ecuaciones es ahora, con excepcion del método VGMRES, la reordenacién
con Cuthill-McKee Inverso la que produce menos iteraciones y consume menos
tiempo.
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Figura 10.72: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 4095

Figura 10.73: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 4095 reordenada con
Grado Minimo
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Figura 10.74: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 4095 reordenada con
Minimo Vecino

Figura 10.75: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 4095 reordenada con
Cuthill-McKee Inverso
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Las figuras 10.75-10.81, muestran respectivamente, las curvas de convergen-
cia para los cuatro métodos precondicionados con SSOR y observamos el mis-
mo comportamiento que en el anterior sistema.

Tabla 10.9: Ejemplo 10 (4095 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU (en
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento

cuaref (4095) SP Jacobi ILU SSOR Diagopt MN+SSOR RCM+SSOR
Finit T T T T
VGMRES ﬁé‘ftz " g(l)g no conv. ggg 22(1) no conv. ?gg no conv.
t(seg.) 202.029 14.529 10.050 4.949
. n°Tter. 2275 1415 266 218 1123 157 425
BICGSTAB t(seg)) 2,049 2,049 075 0519 1420 0319 0.819
n°Tter. 2412 1558 270 225 1177 163 470
QMRCGSTAB t(seg.) 3.910 2.779 0.830 0.590 2.179 0.639 1.090
n°Iter. - 1418 278 222 1137 182 -
MQMRCGSTAB t(seg.) >500 354.190 7.069 4.719 184,430 3.189 >500
2 T T T T T
BiCGSTAB+ssor
MQMRCGSTAB+ssor ------
QMRCGSTAB+ssor -------
VGMRES+ssor -
g
\\ -‘l -
12 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Iteraciones

Figura 10.76: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con

SSOR para cuaref (4095 ecuaciones)
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Figura 10.77: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 7520

Figura 10.78: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 7520 reordenada con
Grado Minimo
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Figura 10.79: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 7520 reordenada con
Minimo Vecino

Figura 10.80: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 7520 reordenada con
Cuthill-McKee Inverso
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Tabla 10.10: Ejemplo 10 (7520ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU
(en segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento

cuaref (7520) 5P T SSOR MN+SSOR RCM+SSOR
kinit 1 1 1 1 1
Ktop 500 500 500 500 1000
VGMRES nClter. 516 354 351 160 532
(seg.) 423.889 30309 31.780 5.869 73.349
) nTter. 1726 371 335 190 32
BiCGSTAB t(seg.) 4250 2.210 1.860 1.080 0.720
neTter. 1847 375 374 69 1
QMRCGSTAB (oo 6.209 2,589 2319 1.040 0.720
nTter. - 372 290 28 17
MQMRCGSTAB (oo ) 500 23.699 15.709 3.190 2.740
2 T T T T T - T
BiCGSTAB+ssor

MQMRCGSTAB+ssor ------

QMRCGSTAB+ssor -------

VGMRES+ssor -

log((Irlilibil)

12 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Iteraciones

Figura 10.81: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con
SSOR para cuaref (7520 ecuaciones)
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10.11. Ejemplo 11 (isla)

Este problema se trata en dos etapas diferenciadas. La primera consiste en
la construccién de un campo de velocidades a partir de datos observados y el
segundo es un problema de conveccién-difusiéon (en el que nos vamos a cen-
trar) definido en un dominio 2 bidimensional de frontera I', definido por la
ecuacion,

%+V'VC—V(KVC):JC en )

siendo ¢ = ¢(x,t) la concentracién de un elemento de fluido en movimiento;
ésta depende de su vector de posicién x = (x1, x2), y del tiempo ¢. El fluido que
transporta la magnitud u, posee un campo de velocidades en régimen estacio-
nario, v = (v, v5). Se considera el estudio del modelo lineal, donde K = K (x)
es el coeficiente de difusién y f = f(x, t) respresenta las fuentes externas. Supo-
nemos, ademds conocido el valor inicial ¢(x, 0) = ¢y(x) en €2, y unas condiciones
de contorno en la frontera de tipo Dirichlet y de tipo mixta,

c=C(x) enly

—K(X)g—z:h(X)C—G<X) en 'y

El problema se ha resuelto utilizando el método de las caracteristicas para la
discretizacién temporal y la técnica estdndar de elementos finitos. Se han con-
siderado dos etapas del proceso de refinamientos que han dado lugar a dos sis-
temas no simétricos de 1220 y 12666 ecuaciones, respectivamente. Las figuras
10.82-10.84 y 10.88-10.90 muestran las estructuras sparse de las matrices con dis-
tintas reordenaciones, correspondientes a ambos sistemas de ecuaciones, res-
pectivamente.

Los dos sistemas no simétricos, de 1220 y 12666 ecuaciones a que han dado
lugar este ejemplo, se han analizado para los distintos métodos de Krylov es-
tudiados y se han aplicado técnicas de precondicionamiento y reordenacién de
los sistemas como resulta reflejado en las tablas 10.11 y 10.12. Observamos que
para el primer sistema de 1220 ecuaciones, la convergencia sin precondiciona-
miento sé6lo se consigue con los métodos VGMRES y BiCG. Para los métodos
OMR, CGN, LSQR y MOMR, la convergencia no se consigue ni siquiera precon-
dicionando o reordenando previamente el sistema. Por otra parte, el algoritmo
BiCG sigue funcionando lentamente con los precondicionadores ILU(0) y SSOR
y los métodos CGS, TFQMR y MTFQMR sélo convergen precondicionados con
ILU(0).
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Figura 10.82: Estructura sparse de la matriz isla para n = 1220

Figura 10.83: Estructura sparse de la matriz isla para n = 1220 reordenada con Grado
Minimo
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Figura 10.84: Estructura sparse de la matriz isla para n = 1220 reordenada con
Cuthill-McKee Inverso

Tabla 10.11: Ejemplo 11 (1220 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU
(en sequndos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento

is1a1220 SP Jacobi LU SSOR Diagopt MDG+ILU RCM+ILU
Kinit 1 1 1 1 1 T 1

Etop 100 500 100 100 500 100 100

VGMRES n°lter. 110 207 69 91 211 54 37
t(seg.) 137 155 0.109 0360 1.640 0.060 0.039

BiCG nClter. 547 296 o e o comy 282 68 )
! t(seg.) 0.100 0.119 - : 0.119 4459 2910
s n°Tter. o comy >1220 60 >1220 >1220 60 31
t(seg.) : - 0.030 - - 0.030 0.019

) nClter. 166 51 5 159 37 26
BICGSTAB t(seg.) no conv. 0.060 0.029 0.039 0.060 0.020 0.010
nClter. >1220 >1220 92 >1220 >1220 61 37

TFQMR t(seg.) - - 0.059 - - 0.039 0.019
nClter. 78 51 67 74 38 27

QMRCGSTAB t(seg.) no conv. 0.060 0.089 0.050 0.060 0.019 0.019
n°Tter. >1220 >1220 >1220 >1220 >1220 (% 1

MQMR t(seg)) - - - - - 4470 2910
n°Tter. >1220 >1220 61 >1220 2 30

MTFQMR t(seg)) - - 0.129 no conv. - 0.060 0.030
nCTter. 162 5T 50 74 37 27

MOMRCGSTAB t(seg.) no conv. 0.899 0.089 0.119 1.040 0.050 0.030

En los casos en que se consigue la convergencia, el mejor precondicionador
vuelve a ser el ILU(0). Asimismo, la utilizacién de alguna técnica de reorde-
nacién no sélo la mejora, sino que en casos como los métodos BiCG y MQMR
consiguen converger. La renumeracion con Cuthill-McKee Inverso es la més
efectiva. Sin embargo, atn reordenando, la convergencia no se consigue con
los métodos CGN, LSOR y QMR.
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T T
n BiCGSTAB+ilu
\ CGStilu ------
| MQMRCGSTAB+ilu -------
[ P MTFQMR+ilu -
! QMRCGSTAB+ilu ———~- |
TFOMR+ilu -------
VGMRESHilu - -+

log({Irliibil)

-12 1 1 1 1 1 1 ) 1 1 1

Iteraciones

Figura 10.85: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) para isla (1220 ecuaciones)

T

mdg.BiCGSTAB+ilu
mdg.CGS+ilu
mdg.MQMRCGSTABH+ilu -
mdg.MTFQMR+ilu -
mdg.QMRCGSTAB+ilu ———~ |

mdg. TFQMR+ilu -------

mdg.VGMRES+ilu ------ -

log((Irliibil)

12 N -

14 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Iteraciones

Figura 10.86: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) después de reordenar con Grado Minimo para isla (1220 ecuaciones)
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-10 +

-12

1 1
10 15

1 1
20 25
Iteraciones

Figura 10.87:

T T
rcm.BiCGSTAB+ilu

rem.CGS+ilu
rcm.MQMRCGSTAB+ilu

remMTFQMR+Hlu
rem.QMRCGSTAB+ilu ———~

rem. TFQMR+ilu -------
rem.VGMRESHIU ------ -

40
Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) después de reordenar con Cuthill McKee Inverso para isla (1220 ecuaciones)

Figura 10.88: Estructura sparse de la matriz isla para n = 12666
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Figura 10.89: Estructura sparse de la matriz isla para n = 12666 reordenada con
Grado Minimo

Tabla 10.12: Ejemplo 11 (12666 ecuaciones): niimero de iteraciones y tiempo de CPU
(en segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondi-
cionadores

1s1a(12666) SP Lo SSOR MDGHLU RCM+ILU
kinit 1 1 1 1

Etop 100 500 500 500

VGMRES nClter. 140 296 no conv-. 119 58
t(seg.) 64.589 37.290 5.779 1.639

CGS n°lIter. No conv. no conv. no conv. 138 43
t(seg.) ’ ’ ’ 2.309 1.029

. nCTter. 216 284 68 )
BiCGSTAB t(seg.) no conv: 2.909 3.289 1.460 1.009
nCTter. >12666 >12666 197 124

TFQMR t(seg.) ; - no conv. 3.769 2.420
nCTter. >12666 249 303 76 13

QMRCGSTAB t(seg.) - 3.500 3.850 1.600 1.080
n°lter. - - 149 41

MTFQMR t(seg.) >500 >500 no conv-. 8.019 1.310
nCTter. 242 336 77 39

MQMRCGSTAB (oo ) no conv. 18.509 32.099 2.860 1.230
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Figura 10.90: Estructura sparse de la matriz isla para n = 12666 reordenada con
Cuthill-McKee Inverso

0 T T T T

T
BiCGSTAB+ilu
MQMRCGSTABHilu ------
QMRCGSTAB+ilu -------
VGMRESHilu -

log([Irli/oll)

12 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Iteraciones

Figura 10.91: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) para isla (12666 ecuaciones)
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log({Irliibil)

-12

T T
mdg.BiCGSTAB+ilu
mdg.CGS+ilu
mdg.MQMRCGSTAB+ilu

mdg.MTFQMR+ilu -

mdg.QMRCGSTAB+ilu —-——-~
| mdg. TFQMR+ilu —— -~
! mdg.VGMRES+ilu ------ -

40

80 100 120 140 160 180
Iteraciones

200

Figura 10.92: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con
ILU(0) después de reordenar con Grado Minimo para isla (12666 ecuaciones)

log({Irliibll)

-12 1 1

T

rcm.BiCGSTAB+ilu
rcm.CGStilu
rem.MQMRCGSTAB+ilu

remMTFQMR+lu
rem.QMRCGSTAB+ilu ———~
remTFQMR+ilu -------
rcemVGMRES+ilu ------ -

Figura 10.93: Convergencia de

80 100 140

Iteraciones

diferentes métodos de Krylov precondicionados con

ILU(0) después de reordenar con Cuthill McKee Inverso para isla (12666 ecuaciones)
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En las figuras 10.85-10.87 se presentan las curvas correspondientes a la con-
vergencia de los distintos métodos precondicionados con ILU(0) con las di-
ferentes renumeraciones y sin renumerar. La suavidad de las curvas para los
sistemas reordenados se constata en las figuras 10.86 y 10.87.

Para el sistema de 12666 ecuaciones, el nimero de métodos que convergen
se reduce a seis, debido al mayor nimero de condicién de la matriz. Este caso
s6lo converge cuando no estd renumerado, para los métodos, VGMRES (que
es el tnico que converge sin utilizar alguna técnica de precondicionamiento),
BiCGSTAB, QMRCGSTAB y MQMRCGSTAB, que lo hacen sélo cuando estan
precondicionados con ILU(0) o SSOR.

Las figuras 10.91-10.93 muestran las curvas para los distintos algoritmos
precondicionados con ILU(0) y las correspondientes renumeraciones con Gra-
do Minimo y Cuthill-McKee Inverso, en donde queda reflejado el beneficioso
efecto de este ultimo algoritmo.






Capitulo 11

Conclusiones y lineas futuras

En esta tesis se ha estudiado, en primer lugar, la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales de matriz sparse mediante métodos iterativos basados en
subespacios de Krylov, dotados de distintas técnicas de precondicionamiento,
asi como la aplicacion de algoritmos de reordenacién para mejorar el efecto del
precondicionamiento. Por otro lado, se han aportado unas variantes para los
métodos de cuasi-minimo residuo que hemos denominado métodos Modifica-
dos. Finalmente, se ha presentado un ntimero considerable de experimentos
numéricos que nos ha permitido extraer las siguientes conclusiones:

Para los sistemas simétricos, en general, la estrategia iterativa de resolucién
estd clara: el métodos del Gradiente Conjugado es el més eficaz tanto en nime-
ro de iteraciones y suavidad de la convergencia, como en coste computacional.
Sin embargo, puede ocurrir que para matrices no definidas positivas este mé-
todo no llegue a converger (ver por ejemplo la figura 10.8).

Para los sistemas no simétricos, la estrategia mds adecuada no estd igual de
clara y depende, en general, de varios factores.

De los métodos de ortogonalizacion, el algoritmo GMRES y sus variantes,
que hemos aplicado en todos los ejemplos, podemos destacar que aunque se
trata de un método muy robusto y seguro, es generalmente mds costoso con
respecto a otros métodos estudiados, especialmente en lo que se refiere a me-
moria y a tiempo de CPU. En cambio presenta una convergencia monoténica
en un nimero de iteraciones relativamente corto. E1l VGMRES ha permitido uti-
lizar de forma combinada el full-GMRES vy el restarted-GMRES, lo que redunda
en un ahorro en el coste computacional.

Los métodos de biortogonalizacién han resultado los mas adecuados, so-
bre todo para los sistemas de menor dimensién. Generalmente, los métodos
BiCGSTAB, QMRCGSTAB vy su version modificada MQMRCGSTAB, son los
que presentan una convergencia mds rdpida y barata en todos los casos, sien-
do los dos ultimos los que presentan curvas de convergencia més suaves, con
menos fluctuaciones, aunque el tiempo de computacion puede ser algo mayor.
Ademas, junto con el VGMRES, son los que han funcionado eficientemente en
casi todos los problemas no simétricos presentados.
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Respecto a las versiones modificadas de los métodos de cuasi-minimo resi-
duo, propuestas en esta tesis, los resultados obtenidos indican que, en general
proporcionan curvas de convergencias mds suaves que las versiones originales,
aunque el coste computacional suele estar por encima. En los ejemplos analiza-
dos se ha comprobado que los algoritmos Modificados poseen caracteristicas
similares a las del GMRES, pero con un menor coste computacional que éste.
Este comportamiento mds robusto de los métodos de tipo QMR Modificados
ha permitido alcanzar la convergencia en algunos casos en que los métodos
originales no lo consiguieron.

La familia de métodos basados en la Ecuacién Normal, representada aqui
por los algoritmos CGN y LSQR, no parece competitiva para el tipo de ejem-
plos que proponemos, en su mayoria problemas de Conveccién-Difusién, por-
que su coste resulta elevadisimo. En efecto, no se ha logrado la convergencia
en practicamente ninguno de los casos, ya que, o bien el nlimero de iteraciones
necesario era mayor que la dimensién del sistema, o bien el tiempo de com-
putacién era mucho més elevado que el de la mayoria de los otros métodos,
incluido el VGMRES.

Las aplicaciones numéricas indican que no sélo es fundamental utilizar téc-
nicas de precondicionamiento para la resolucién de los sistemas de forma efi-
ciente, ya que aceleran la convergencia y la suavizan, sino también la eleccién
del precondicionador adecuado, dependiendo de cada problema. En general,
de los precondicionadores utilizados, el ILU(0) result6 el mas competitivo, aun-
que el precondicionador SSOR pueda ser en ocasiones menos costoso en tiempo
de CPU. En cualquier caso, debemos sefialar que en determinados problemas
y para determinados métodos no es posible la convergencia cuando se precon-
diciona el sistema, debido a que pueden existir algunas entradas nulas en la
diagonal de la matriz.

Se ha comprobado, asimismo, que el efecto de la renumeracién mejora sen-
siblemente la velocidad de convergencia y, en particular, reduce el coste com-
putacional cuando se utilizan los precondicionadores ILU(0) y SSOR, ya que
se mejora las caracteristicas de los mismos. Por otro lado, el tiempo requerido
para la reordenacion es siempre muy inferior al total del proceso.

Queda pues patente, a modo de resumen, que lo que hemos definido como
estrategia RPK (Reordenacion, Precondicionamiento y Método de Krylov) para la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales debe considerarse de manera que
cada uno de los tres aspectos sean igualmente importantes e irrenunciables.
Asimismo, los métodos QMR Modificados suponen una eleccién a caballo entre
los métodos clasicos de QMR y el GMRES.

Este trabajo abre varias lineas futuras que deben ser estudiadas con profun-
didad.

En primer lugar, estudiar la posibilidad de aplicar a los métodos de cuasi-
minimo residuo modificados propuestos en esta tesis, una técnica de restart que
permita la implementacion de estos algoritmos de forma similar a como se hace
en el VEGMRES (ver Galédn y otros [24]), lo que supondria una mejora conside-
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rable del comportamiento, en cuanto a la convergencia y coste computacional.

Por otro lado, seria muy interesante realizar un estudio para comprobar
coémo afecta a la convergencia de los métodos de cuasi-minimo residuo mo-
dificados, MTFQMR y MOMRCGSTAB, una determinada eleccién del vector
inicializacion rj y estudiar la posibilidad de encontrar nuevas formas de pre-
condicionamiento dependiendo de ésta, tal como proponen Sudrez y otros [82]
para los algoritmos CGS y BiCGSTAB.

Habria que extender este estudio a otros precondicionadores como los ba-
sados en la inversa aproximada.

Finalmente, y de forma similar, seria también de interés ampliar el estudio
con otras técnicas de reordenacién que permitan tener en cuenta los valores
numéricos de los elementos de las matrices.
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