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Resumen

Para la simulacién numérica tridimensional de procesos de contaminacion
atmosférica producidos por la emisiéon de gases a través de grandes chimeneas
[10, 12, 21], es esencial disponer de un generador de mallas, en nuestro caso de
tetraedros, que se adapten a orografias irregulares [5, 13, 14] y a las fuentes de
emisién; la discretizacién de las chimeneas permitird definir el flujo de contam-
inantes incluyendo condiciones de contorno directamente en las superficies de
salida de los gases. Por otra parte, serd necesario emplear un modelo eficiente
capaz de aproximar el campo de velocidades del fluido. Este trabajo se centra
fundamentalmente en este dltimo aspecto, es decir, presentamos un modelo de
masa consistente para el ajuste de campos de viento mediante elementos finitos
adaptativos, que ademds tiene en cuenta el efecto de la trayectoria de los gases
a la salida de los focos emisores [15, 17, 18]. El modelo genera un campo de
velocidades incompresible que se adapta a un campo inicial obtenido a partir de
medidas experimentales y consideraciones fisicas. Finalizamos el trabajo presen-
tando una aplicacién en la que se simula el campo de viento existente en una
region de la Isla de La Palma que incluye una chimenea.

1. Introduccidon

En [13, 14] proponemos un generador de mallas para problemas medioambientales
que es aplicado en este trabajo. El dominio estudiado estd limitado inferiormente por el
terreno y superiormente por un plano horizontal. Las paredes laterales estan formadas
por cuatro planos verticales. Concretamente, planteamos la construccién de una tri-
angulacion regular sobre el plano del contorno superior. A partir de ésta, se aplica el
algoritmo de refinamiento/desrefinamiento [6, 19] para definir una distribucién adapta-
tiva de los nodos de la capa correspondiente a la superficie del terreno y a las funciones
que definen las chimeneas. Una vez establecida la distribucién de nodos sobre el terreno
y el contorno superior, empezamos a distribuir los nodos que van a estar situados entre



ambas capas mediante una funcién de espaciado vertical. Seguidamente, se aplica un
generador de mallas tridimensionales basado en la triangulacién de Delaunay [4]. En
una primera etapa, nuestro generador de mallas 3-D puede conducir a mallas con poca
calidad y, en algunos casos, por ejemplo cuando existe desplazamiento de nodos, pueden
aparecer elementos invertidos. En [5] proponemos un procedimiento para desenredar
y suavizar mallas simultaneamente. Por otro lado, a lo largo de la trayectoria de la
pluma, aplicamos un algoritmo de refinamiento local [7, 8] basado en la subdivisién en
8 subtetraedros. De esta forma, mejoramos el grado de discretizacién en esta regién del
dominio.

La malla de tetraedros es utilizada en un modelo de masa consistente para el ajuste
del campo de viento [15, 16]. El primer paso para la construccién del campo inicial
es realizar una interpolacién horizontal de las medidas obtenidas en las estaciones. A
partir de estos valores, se determinan los perfiles verticales de viento teniendo en cuenta
las condiciones de estabilidad atmosférica, la rugosidad del terreno, el viento geostréfico
y la estratificacién atmosférica. En concreto, se construye un perfil logaritmico-lineal
en la capa superficial de la atmésfera, y por encima de ésta se realiza una interpolacion
lineal con el viento geostroéfico.

Para incluir el efecto de la emisién de los gases, este campo de viento se modifica
corrigiendo su velocidad vertical a lo largo de la trayectoria de la pluma contaminante.
Una vez construido definitivamente el campo inicial, el problema se formula en términos
de un fluido incompresible con la condicién de contorno de impenetrabilidad sobre el
terreno y permitiendo la salida de fluido a través de la chimenea. El ajuste se lleva
a cabo mediante una funciéon de minimos cuadrados, que, utilizando la técnica de
los multiplicadores de Lagrange, conduce a un problema eliptico de tipo Poisson. El
método de elementos finitos es una herramienta muy eficiente para resolver este tipo de
problemas. Sin embargo, pueden existir zonas del dominio estudiado que precisen una
mayor exactitud de la solucién numérica obtenida, debido tanto a las irregularidades
del terreno como a fuertes variaciones en la solucién.

Por tanto, para mejorar la soluciéon numérica se propone un proceso adaptativo de
refinamiento local de la malla de tetraedros. En primer lugar, se calcula un indicador
de error en cada elemento de la malla que pretendemos refinar. La distribucién de estos
indicadores determina los elementos que deben ser refinados. La técnica de refinamiento
propuesta, basada en la subdivisién en 8-subtetraedros [7, 8, 11], permite una mayor
discretizacién de las zonas afectadas sin que se produzca una propagacién excesiva de
la zona refinada en la malla. Una vez obtenida la malla refinada, se puede repetir el
proceso hasta que el error de la solucién satisfaga la tolerancia exigida. Evidentemente,
si se desea obtener una secuencia de campos de viento ajustados a medidas experi-
mentales para diferentes instantes de tiempo, hay que incluir en el modelo un cédigo
de desrefinamiento de la malla [9] que permita trabajar con mallas cuasi-Gptimas en
cada paso de tiempo. Finalmente, el modelo de campos de viento se aplica con datos
correspondientes a la Isla de La Palma.



2. Modelo de Masa Consistente

El modelo se plantea a partir de la ecuaciéon de continuidad considerando la densidad
del aire constante sobre el dominio €2 y de la condicion de que el flujo no atraviese el
contorno I'y, correspondiente a la superficie del terreno,

=0 en §2 (1)
0 en I (2)
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Formulamos, entonces, un problema de minimos cuadrados para ajustar el campo de
velocidades @(w, v, w) a otro v (ug, v, wo) obtenido a partir de medidas experimentales,

B(,5,@) = /Q (@2 (@ = o) + (7 = w)?) + & (@ — wo)?] d (3)

donde a7 y as son los moédulos de precision de Gauss. Por tanto, el problema consiste
en encontrar el punto silla (¥(u, v, w), ¢) del lagrangiano

E (7) = min [E (@) + / oV - adsz] (4)
TEK Q
Hemos utilizado la técnica de los multiplicadores de Lagrange para resolver (4) y obten-
emos las ecuaciones de Euler-Lagrange,
¢ o9 o9
= T _— = T —_ = TU_J 5

u Uy + ha.I, v Vg + hay, w Wo + 92 ()
donde ¢ es el multiplicador de Lagrangey T = (T}, Ty, T},) es el tensor de transmisividad
diagonal, siendo T, = 555 y T, = 5. Si a1 y  son constantes en €, la formulacién
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variacional conduce a un problema eliptico en ¢, sustituyendo (5) en (1),
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tal que las condiciones sobre el contorno abierto son tipo Dirichlet nulas y tipo Neumann
en el terreno,

¢ = 0 en I, (7)
i-TVé = —it-T en I (8)

Las velocidades medidas a la altura z,, de las estaciones son interpoladas atendiendo
a la distancia y diferencia de altitud de cada punto y las estaciones [15]
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donde v, representa la velocidad observada en la estacién n, N el numero de estaciones,
d, la distacia horizontal desde la estacién n al punto considerado, |Ah,| la diferencia
de altitud entre la estacién n y el punto considerado, y € un pardmetro (0 < ¢ < 1),
que permite dar mayor o menor peso a una de las dos aportaciones.

Hemos utilizado un perfil de viento logaritmico-lineal en la capa superficial [10],
que tiene en cuenta la interpolacién horizontal previa [15] y el efecto de la rugosidad
del terreno sobre la intensidad y direccién del viento. Estos valores dependen asimismo
de las condiciones de estabilidad de la atmdsfera (inestable, neutra o estable) atendi-
endo a la clasificacién de Pasquill. Por encima de la capa superficial, se realiza una
interpolacion lineal con el viento geostréfico. El perfil logaritmico viene dado por,

b 3

U z
Uo(2) = — (log — — @) 20 < 2 < zg (10)
k 20
donde #™* representa la velocidad de friccion, k£ es la constante de von Karman, z; es

la longitud de rugosidad [12] y z4 es la altitud de la capa superficial. El valor de ®,,
depende de la estabilidad del aire,

®, =0 (atmésfera neutra)

®, = —5— (atmosfera estable)

(11)

— 2arctan + g (atmdsfera inestable)

donde, 6 = (1 — 16%)1/4 y % = a2, con a, b, constantes dependientes de la clase de
estabilidad de Pasquill (ver p.e. [21]). La velocidad de friccién se obtiene en cada punto
a partir de las medidas interpoladas a la altura de las estaciones,

k Uo(2m
7 = —ZO( ) (12)
log == — ®,,
20
La altitud de la capa limite planetaria 2,y sobre el terreno es definida como,

*
Zpbl = B _|f ‘ (13)

tal que la intensidad y la direccién del viento es constante a partir de ahi, donde
f = 2Q sin ¢ es el pardmetro de Coriolis (€2 es la velocidad de rotacién de la Tierra
y ¢ la latitud), y v es un pardmetro que depende de la estabilidad atmosférica y se
considera entre 0,15 y 0,3. La altitud de la capa de mezcla h se considera igual a zpy
en condiciones neutras e inestables. En condiciones estables, viene dada por,

L

f

donde v/ = 0,4. La altura de la capa superficial es el 10 % de la capa de mezcla: zyq = 1h_o
Desde zg a zpp, se realiza una interpolacién lineal usando el viento geostréfico v,

U(z) = p(2)bo(za) +[1 = p(2)]7, Zsl < 2 S Zpb (15)

2
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h=r (14)



Por 1ltimo, el modelo considera vy(z) = ¥, si z > zpw y Uo(z) =0 if z < 2.

Para la discretizacién mediante el método de los elementos finitos de la formulacién
clésica del problema dada en (6),(7) y (8) se ha utilizado una malla de tetraedros (ver
[13, 14]) que conduce a un conjunto de matrices elementales, de dimensién 4 x 4, y de
vectores elementales, de dimensién 4 X 1,

3. Correccion de la componente vertical de la ve-
locidad a lo largo de la trayectoria de la pluma

La idea principal es sumar al campo de viento interpolado, que normalmente sélo
considera componentes horizontales de la velocidad del viento, una velocidad vertical
a lo largo de la trayectoria de la pluma contaminante originada por una chimenea. Los
modelos de pluma gaussiana permiten aproximar la altura efectiva de la chimenea zg
y la distancia horizontal d; desde la chimenea hasta el punto donde se alcanza zy,
dependiendo de las caracteristicas de la emisién, el viento y la estabilidad atmosférica.
Los gases se elevan desde la salida en la chimenea si su densidad es menor que la del
aire (elevacién por flotacién) o debido a la propia velocidad de emisién (elevacién por
momento). Para calcular la altura efectiva de la chimenea hemos utilizado las ecuaciones
de Briggs (ver por ejemplo [1, 2, 3]). Asi, utilizando los valores obtenidos de zy and
ds para el caso de elevacion por flotacién (excepto en el caso de condiciones estables y
viento en calma) representado en la figura 1, proponemos un ajuste de la componente
vertical de la velocidad a lo largo de la trayectoria de la pluma mediante un movimiento
linealmente desacelerado.

Por otro lado, el movimiento horizontal desde la chimenea hasta el punto que dista
d; se considera uniformemente acelerado. Por tanto, el tiempo ¢; para alcanzar dy es,

tf = é (_ ‘770($c7 Ye, Zc)‘ + \/|'170(xca Ye, Zc)|2 + 2a’ddf) (17)

donde a4 es el médulo de la aceleraciéon horizontal (agy,aq,) en la direccién de la
velocidad del viento @ en el centro de la superficie de emisién (z., y., 2.). La trayectoria
de la pluma, la componente vertical de la velocidad wy y la aceleraciéon vertical ag,
vienen entonces dadas por las siguientes funciones del parametro t,

2(t) = ze+uo(Te, Yes 2e)t + 50a0t’ (18)
Y() = Yo+ v0(Tes Yes 2e)t + 5aay1° (19)
z(t) = 2L+ wet+ At + Aqt? (20)
wo(t) = we+2A:t + 3Ast? (21)
ao(t) = 2A;+6Ast (22)

_ —2wetr+3(za—2, _ tr—2(zg—2. . . .y
donde A, = —HLTI R tQ(zH ZC), Ay = BT F ) tng C), siendo w,, la velocidad de emisién
f f

de los gases y 2., la altura corregida de la chimenea considerando la posibilidad de
lavado. La componente vertical de la velocidad 7 es corregida en todos los puntos del
dominio €2 localizados dentro del cilindro generado por la superficie circular de emisién



Figura 1: Modelo de la pluma cuando predomina la elevacién por flotacién (excepto en
el caso de atmosfera estable y viento en calma).

de didmetro D., que se mueve paralelamente al plano horizontal a lo largo de la curva
dada por las ecuaciones (18), (19) y (20) entre t = 0 y ¢ = ¢;. Por tanto, se generan en
el cilindro velocidades verticales constantes para cada disco horizontal.

Por otro lado, para el caso de elevacién por momento, o por flotaciéon con condi-
ciones estables y viento en calma (ver figura 2), el movimiento horizontal de la pluma
hasta alcanzar la altura efectiva es despreciable, esto es, la trayectoria de los gases es
casi vertical. En este caso, consideraremos un movimiento vertical uniformemente de-

sacelerado, donde ahora t; = w% (zg — 2) y ap = ’t';’C. Por tanto, la velocidad vertical
en un punto de altitud z es wy(2) = w4 /1 — 2(5)0_—;9 Aqui, la componente vertical de la

velocidad es modificada dentro del cilindro recto cuya base es la superficie de emision
de los gases de la chimenea y su altura, zy — .

ct

4. Experimento Numérico

Para la modelizacion del transporte de contaminantes en la atmosfera en el en-
torno de una central térmica test situada en una zona rectangular de 22,8 x 15,6 km
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Figura 2: Modelo de la pluma cuando predomina la elevacién por momento (o por
flotacién con atmésfera estable y viento en calma).

de la Isla de La Palma, donde las cotas varian desde 0 a 2279 m, debemos anadir la
geometria de la chimenea a los datos topogréficos y luego aplicar nuestro generador
de mallas tridimensionales. Consideremos una chimenea de 200 m de altura sobre el
terreno y de diametro 20 m en la superficie de salida de los gases y 40 m en su base.
Como la malla debe ser capaz de detectar los detalles de la chimenea, si decidimos un
tamano de elemento de alrededor de 2 X 2 m en la chimenea, partiendo de una malla
2-D uniforme 71 del drea rectangular, con un tamano de elemento de aproximadamente
2 x 2 km, tendriamos que realizar diez pasos de refinamiento global usando el algo-
ritmo 4-T de Rivara [20]. Sin embargo, con la finalidad de controlar el nimero total
de nodos de la malla, inicamente realizamos cinco pasos de refinamiento global sobre
T1 ¥, posteriormente, cinco refinamientos locales de los elementos situados dentro de la
zona que define la chimenea. Seguidamente, aplicamos el algoritmo de desrefinamiento
desarrollado en [6] y [19] con un pardmetro de desrefinamiento ¢ = 40 m, imponiendo
que los nodos situados dentro de la chimenea no pueden ser eliminados. Por tanto,
la malla adaptativa aproxima la superficie del terreno con un error menor que ¢. La
distribucién de nodos de 71 se toma para la frontera superior del dominio. Finalmente,
aplicamos seis pasos de refinamiento local en la trayectoria de la pluma sobre la malla
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Figura 3: Dominio estudiado en la Isla de La Palma.

3-D, que previamente hemos obtenido con nuestro mallador tridimensional, con el fin
de obtener una nueva malla adaptada al campo de velocidades del fluido, conteniendo
31555 nodos y 170784 tetraedros. La figura 3 representa el dominio utilizado en este
experimento. Se observa la discretizacién adaptada a la topografia y la distribucién
de puntos en la vertical siguiendo una funcién de espaciado que permite mayor con-
centracion a medida que nos aproximamos al terreno. En la figura 4 se muestra un
detalle de la malla donde se puede distinguir la ubicaciéon de la chimenea considerada
en este estudio. Finalmente, la figura 5 representa el campo de viento ajustado donde
se incluye el efecto de elevacion por flotacién de la pluma.

5. Conclusiones

Se presentan resultados eficientes en generacion automdtica y adaptativa de mallas
tridimensionales para problemas medioambientales. En este sentido, hemos sido capaces
de discretizar un dominio muy complejo con una intervenciéon minima del usuario y a
un bajo coste computacional.

La construccion eficiente de la malla, incluyendo la discretizacién de la fuente emiso-
ra, nos permite definir la emision de contaminantes como una condicién de contorno.
La correccién propuesta para el campo de velocidades observado permite seguir traba-
jando con un campo de velocidades ajustado incompresible, pero que ciertamente tiene
en cuenta el efecto del transporte de contaminante definido por un modelo de pluma
gaussiana. Esta correccién intenta introducir en el modelo el efecto de elevacion de los
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Figura 4: Detalle de la malla tridimensional de la Isla de la Palma con una chimenea
cerca de la esquina inferior derecha.

gases calientes debida a la diferencia de densidad con el aire y a la propia velocidad de
salida de los mismos.
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